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We must not accept the old blasphemous nonsense 
that the ultimate justification of mathematical science 
is the ,,glory of the human mind“ 

Abstraction and generalization 

are not more vital for mathematics 

than individuality of phenomena 

and, before all, 

not more than inductive intuition. 

Only the interplay of these forces and their synthesis 
can keep mathematics alive 

and prevent its drying out into a dead skeleton. 


RICHARD COURANT 


Vorwort zur 10. Auflage 


Die erste im Jahr 1975 veroffentlichte Auflage dieses Buches war entstanden 
aus meiner Vorlesung im Wintersemester 1972/73 an der Universitat Regens- 
burg und einer von Richard Schimpl angefertigten Ausarbeitung, die als 
Band 1 der Reihe ,.Der Regensburger Trichter’* erschienen war. Es freut mich, 
da das Buch in den vergangenen 20 Jahren so viel Anklang gefunden hat. 

Im Jahr 1994/95 hatte ich an der Universitat Diisseldorf wieder einmal Gele- 
genheit, eine Anfangervorlesung tiber ,,Lineare Algebra“ zu halten. Dabei fand 
ich in dem alten Buch zahllose Dinge, die man wohl besser erklaren kann. Dazu 
kam die Versuchung, die Moglichkeiten von I4TRX zu nutzen, was schlieBlich 
dazu gefihrt hat, daB8 ich fast das ganze Buch neu aufgeschrieben habe. 

Geblieben ist die Uberzeugung, da& am Anfang jeder Theorie Probleme ste- 
hen miissen, und daf die entwickelten Methoden danach zu bewerten sind, was 
sie zur Losung der Probleme beigetragen haben. Dies deutlich zu machen, ist 
in der linearen Algebra eine vordringliche Aufgabe, weil hier die axiomatische 
Methode sehr ausgepragt ist. Mit Hilfe eines wohlorganisierten Instrumentari- 
ums von Begriffen konnen Beweise kurz und klar durchgefiihrt werden, Rech- 
nungen kénnen weitgehend vermieden werden und erhalten — wo sie notwendig 
sind — eine Interpretation von einem abstrakteren Standpunkt aus. 

Es hat lange gedauert, bis sich die lineare Algebra von einem Hilfsmittel der 
sogenannten ,,analytischen Geometrie“ (das ist die Lehre von den linearen und 
quadratischen geometrischen Gebilden) zu einer selbstandigen Disziplin ent- 


VI 


wickelt hat. Die gré8ten Verainderungen gab es zu Anfang dieses Jahrhunderts, 
als die axiomatische Methode durch den Einflu8 von D. HILBERT und speziell 
in der Algebra durch EMMY NOETHER ausgebaut wurde. Das zeigt ganz deut- 
lich ein Blick in Lehrbiicher aus dieser Zeit, etwa die ,,klassische“ Darstellung 
von KOWALEWSKI [Kow 2]* aus dem Jahr 1910 und die 1931 erschienene ,,mo- 
derne“ Version von SCHREIER-SPERNER [S-S]. Dieser Wandel ist vergleichbar 
mit dem Ubergang vom Ju gendstil zum Bauhaus. Inzwischen ist die lineare Al- 
gebra durchdrungen von einer Okonomie der Gedanken sowie einer Asthetik in 
der Darstellung, und sie ist unentbehrliches Hilfsmittel in vielen anderen Gebie- 
ten geworden, etwa der Analysis und der angewandten Mathematik. 

Dieser eindrucksvolle Fortschritt ist nicht frei von Gefahren. Die Axioma- 
tik beginnt mit den allgemeinsten Situationen und schreitet fort in Richtung zu 
spezielleren Sachverhalten. Dieser Weg wurde mit letzter Konsequenz in den 
Werken von N. BOURBAKI [Bo] beschritten. Er lauft der historischen Entwick- 
lung — die einem ,, natiirlichen Wachstum“ der Mathematik entspricht — jedoch 
meist entgegen. So wurden etwa Determinanten schon von LEIBNIZ um 1690 
benutzt, CAYLEY begann 1850 Matrizen als eigenstandige Objekte anzusehen, 
der allgemeine Begriff des K6rpers ist erstmals in dem 1895 bei Vieweg er- 
schienenen ,,Lehrbuch der Algebra‘ von H. WEBER [We] zu finden. Abstrakte 
Begriffe und ihre Axiome entstehen aus der Entdeckung von Gemeinsamkei- 
ten, sie setzen lange Erfahrung im naiven Umgang und kreative Auseinander- 
setzung mit den Gegenstanden der Mathematik voraus. Eine Darstellung, die 
mit den Axiomen beginnt, konnte den verhangnisvollen Eindruck erwecken, als 
seien die aufgestellten Regeln zufallig oder willktirlich. Einer solchen Gefahr 
entgegenzuwirken, ist das stete Bestreben dieses Buches. Die neue Auflage soll 
helfen, die abstrakten Begriffe noch mehr zu motivieren und die Beziehungen 
der linearen Algebra zu ihren Anwendungen deutlicher zu machen. 

Viele theoretische Uberlegungen der linearen Algebra dienen der Rechtferti- 
gung oder der Entwicklung von Rechenverfahren, mit deren Hilfe man schlie8- 
lich gegebene Probleme durch eine Iteration lésen kann. Dies wird hier in vie- 
len Fallen bis zur Berechnung konkreter Beispiele vorgefiihrt. In der Praxis laBt 
man besser einen Computer rechnen, aber die Schwelle zur Beschreibung von 
Programmen dafiir wurde in diesem Buch mit Vorsatz nicht tiberschritten. Fiir 
einen Anfanger erscheint es mir viel wichtiger, zunachst einmal ohne Ablen- 
kung durch Probleme der Programmierung die Struktur des Losungsweges zu 
verstehen und mit einfachsten, im Kopf berechenbaren Beispielen die unmit- 
telbare gute Erfahrung zu machen, da8 ein Algorithmus funktioniert. Danach 


*Eckige Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis 
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kann man getrost die Ausfiihrung der Rechnungen einem fertigen Programm- 
paket wie Maple oder Mathematica tiberlassen. Etwa im Rahmen der numeri- 
schen Mathematik hat man Gelegenheit, die Rechenverfahren genauer zu stu- 
dieren und dazu weitere Hilfsmittel der linearen Algebra kennen zu lernen (vel. 
etwa [Str]). 

Dieses Buch ist entstanden aus Vorlesungen fiir Studienanfanger in den Fach- 
ern Mathematik, Physik und Informatik; an Vorkenntnissen ist nur das soge- 
nannte ,,Schulwissen“ (etwa im Umfang von [Sch]) notig. Es enthalt insgesamt 
gentigend viel Material fiir zwei Semester, dabei gibt es zahlreiche Moglich- 
keiten fiir Auswahl und Reihenfolge. Der Text ist meist nach den Regeln der 
Logik angeordnet, in einer Vorlesung kann es gute Griinde geben, davon abzu- 
weichen. Einige Abschnitte sind durch einen Stern « markiert, als Anregung, 
sie beim ersten Durchgang zu tiberspringen und spater (etwa im zweiten Se- 
mester) darauf zuriickzukommen. Die Anwendungen der linearen Algebra auf 
affine und projektive Geometrie sowie die lineare Optimierung sind in einem 
eigenen Band [Fi] enthalten, auch damit kann man den vorliegenden Text nach 
Belieben mischen. 

Um Mathematik zu verstehen geniigt es nicht, ein Buch zu lesen oder eine 
Vorlesung zu héren, man muf selbst an Problemen arbeiten. Als Anregung dazu 
dienen die zahlreichen Aufgaben. Die dort eingestreuten Sterne sind nicht als 
Warnung, sondern als besonderer Ansporn zu verstehen. 

Der durch diese Neuauflage abgeloste Text war durch zahllose Hinweise von 
Lesern fast restlos von Druckfehlern befreit worden. Nun gibt es sicher wie- 
der reichlich Nachschub, ich méchte auch die neuen Leser ermuntern, mir ,,An- 
sichtskarten“ zu schreiben. 

Mein Dank gilt all denen, die bei der Neubearbeitung beteiligt waren: In er- 
ster Linie Hannes Stoppel, durch dessen Begeisterung, Biicher zu I4TRX-en, ich 
in dieses Projekt geschlittert bin, Martin Graf, der mit viel Sorgfalt die Ubungs- 
aufgaben zusammengestellt hat, Carsten Toller, dem einfallsreichen Meister der 
Bilder und dem Verlag fiir seine stetige Unterstiitzung. 


Diisseldorf, im September 1995 Gerd Fischer 


Vorwort zur 11. Auflage 


In der vorliegenden Neuauflage habe ich — den freundlichen Hinweisen und An- 
regungen vieler Leser folgend — zahllose Druckfehler berichtigt und ein paar 
unklare Stellen im Text tiberarbeitet. Dariiber hinaus konnte ich der Versuchung 
nicht widerstehen, doch noch etwas liber Quotientenvektorraume, Tensorpro- 
dukte und au8ere Produkte einzufiigen, fiir den Fall, da8 der Leser diesen Din- 
gen irgendwo begegnet und Rat sucht. 

Trotz aller Versuche, die Darstellung so knapp wie moglich zu halten, ist der 
Text dadurch noch umfangreicher geworden. Daher wird nachdrticklich der 
Hinweis wiederholt, zunachst einmal die nicht durch einen Stern * markierten, 
elementaren Teile zu studieren. 

Birgit Griese und Hannes Stoppel haben Ubungsaufgaben zu den neuen Ab- 
schnitten zusammengestellt und bei der Arbeit an ihrem eigenen Buch mit L6- 
sungen auch einige Verbesserungen zu den alten Aufgaben vorgenommen. Die 
Zusammenarbeit hat uns allen Freude bereitet. 


Diisseldorf, im Oktober 1997 Gerd Fischer 
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Kapitel 0 


Lineare Gleichungssysteme 


Schon die Nummer dieses Kapitels deutet an, da es zur Motivation und Vorbereitung 
der in Kapitel 1 beginnenden systematischen Darstellung dient. Wir haben dafiir das 
wichtigste Problem der elementaren linearen Algebra gewahlt, namlich lineare Glei- 
chungssysteme. Dabei kann man sehr sch6n die wesentlichen Aspekte vorfiihren: den 
geometrischen Hintergrund und die algorithmische Methode. Was auf die spateren Ka- 
pitel verschoben wird, sind die prazisen Beweise mit Hilfe der iiblichen theoretischen 
Hilfsmittel. 

Wer mit den verwendeten Notationen von Mengen und Abbildungen nicht vertraut 
ist, kann bei Bedarf in 1.1 nachsehen. 


0.1 Der reelle n-dimensionale Raum 


Ein grofBer Fortschritt in der Geometrie gelang durch Einfiihrung von Koordinaten, die 
man zur Erinnerung an R. DESCARTES auch kartesische Koordinaten nennt. Dadurch 
kann man Punkte in den Raumen der Geometrie beschreiben durch Systeme von Zah- 
len, und mit den Zahlen kann man rechnen. Diese Methode zur Behandlung geome- 
trischer Fragen nennt man analytische Geometrie. Die elementarsten Begriffe hierzu 
seien kurz erklart. 


0.1.1. Wir gehen aus von den reellen Zahlen, deren Gesamtheit wir mit R be- 
zeichnen. Ihre Einfiihrung ist Gegenstand der Analysis, in der Geometrie die- 
nen sie als Zahlengerade, und diese Zahlen kann man nach den tiblichen Regeln 
addieren und multiplizieren. 

Punkte der Ebene sind festgelegt durch Paare, Punkte des gewohnlichen Rau- 
mes durch Tripel von reellen Zahlen. Fiir die Theorie macht es keine Probleme, 
gleich n-Tupel zu betrachten, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist. Damit 
erhalt man den reellen Standardraum der Dimension n 


Ieee x= (Xs. ohn) Lit temsdknc ys 


d.h. die Menge der geordneten n-Tupel (oder Vektoren) von reellen Zahlen. Ge- 
ordnet hei®t, da8 die Reihenfolge wichtig ist, d.h. zwei n-Tupel (x1, ..., Xn) 
und (y;,..., n,) sind genau dann gleich, wenn x; = yj, ..., X, = Yn. Die Zah- 
len x;,...,X, heiBen Komponenten von x. 

Der Fall n = 0 ist sinnlos, R' ist die Zahlengerade, R? entspricht der Ebene 
und R? dem ,,Raum“. Fiir groRere n hat man zunachst keine unmittelbare geo- 
metrische Vorstellung mehr, dafiir aber eine ganz andere und sehr realistische 
Interpretation. Hat etwa eine Bank n Kunden, so kann man deren Kontostande 


2 Lineare Gleichungssysteme 


zu einem bestimmten Zeitpunkt mit x), ..., x, bezeichnen, alle zusammen (und 
geordnet!) sind ein ,,Punkt* 


x=) (Xi, cee ee 


Die Entwicklung der Kontostiande im Laufe der Zeit wird dann durch eine ,,Kur- 
ve‘ im R” beschrieben, ihre Beschreibung geht schon tiber den Rahmen der li- 
nearen Algebra hinaus. Eine lineare Operation ist etwa die Berechnung der au- 
genblicklichen Bilanz. Haben die Einlagen neben dem Nennwert x; einen Bor- 
senkurs a;, so ist das bewertete Kapital gegeben durch 


Qixi +... Fax, =D), 


ein typischer Fall fiir eine Jineare Gleichung. 

In der Praxis hat man mehrere Bedingungen, und diese sind meist nicht durch 
Gleichungen, sondern durch Ungleichungen gegeben, von der Art, daB fir die 
obige Summe Begrenzungen vorgegeben sind. Und das Problem besteht darin, 
einen ,,Gewinn“ zu optimieren. Zur Losung solcher Aufgaben in der linearen 
Optimierung (vg). etwa [Fi]) benotigt man gentigende Kenntnisse tiber lineare 
Gleichungen, was vielleicht auch einen gewinnorientierten Leser eine Zeit lang 
bei der Stange halten kann. 


0.1.2. In der linearen Algebra mu man mit n-Tupeln rechnen. Die grundlegen- 
den Operationen sind eine Addition 


(X1, 2+. Xn) FO «+s Yn) = (1 + Yi, +--+ 4n + Yn) 
und eine Multiplikation mit einer Zahl X € R 
Di =\(Kijly.aloegi Xp) nN EN cree 


Man kann diese Operationen geometrisch deuten, wenn man die n-Tupel als 
Vektoren ansieht, d.h. naiv als Pfeile vom Ursprung 0 = (0, ..., 0) mit Spitze 


in x = (x,...,X,). Fiirm = 2 kann man das einfach zeichnen: 
4 4 
DU, rt+y 
Yo} 
Z,4 
0 2, +y, 


Bild 0.1 


0.2 Geraden in der Ebene 3 


Der Ursprung selbst heiBt auch Nullvektor, wenn man ihn addiert, hat das keine 
Wirkung. Multipliziert man mit A = 0, so wird jedes x zum Nullvektor. Das 
Negative von x ist gegeben durch 

—XxX = (—X),...,—Xn), 
es gilt x + (—x) = 0. Statt x + (—y) schreibt man kiirzer x — y. 


Bild 0.2 


Nach diesen wenigen Formalitaéten konnen wir nun die einfachsten Beispiele 
von linearen Gleichungen behandeln. Um die geometrische Anschauung dabei 
zu benutzen, betrachten wir zunichst ausfiihrlich die Fallen = 2 undn = 3. 


0.2 Geraden in der Ebene 


0.2.1. Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade, das gehort zu 
den wenigen Tatsachen der Geometrie, die auch Nicht-Mathematikern einleuch- 
ten. Mit Hilfe von Vektoren kann man das so beschreiben: Sind v, v’ € R* die 
beiden Punkte, so ist w := v’ — v # 0. Die Punkte auf der Geraden L durch v 
und v’ kann man unter Benutzung eines reellen Parameters A darstellen als 

L = {x ER’: es gibteindk © Rmitx =v +Aw} =: 0+ Rw. 


v + Rw 


> 


Bild 0.3 


Man kann L auch ansehen als Bild der Zahlengerade R unter der Abbildung 
Sak. LCR, Av vt+dAw. 
Das nennt man eine Parametrisierung der Geraden. 
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0.2.2. Die zweite Moglichkeit der Beschreibung benutzt eine lineare Gleichung 
der Form 
aX; + ax. =b. 
Dabei gelten x), x2 als Unbestimmte und a, a2 € R als Koeffizienten. Die Un- 
bestimmten sind variabel, die Koeffizienten fest. Man betrachtet die Menge der 
Losungen 
ce { (x1, x2) ER: ayxy tax = b} ; 

Ist a, = a) = 0, soistL = O@ firb 4 OundL = R’ fiir b = O. Dieser 
Fall gilt als ,,entartet’*. Andernfalls mii8te man im Prinzip alle Paare (x,, x2) in 
die Gleichung einsetzen und feststellen, ob sie erfiillt ist. Wenn man das ohne 
System tut, wird man dabei sehr selten Gliick haben. 

Ein gutes System ist eine Parametrisierung, mit deren Hilfe sich alle Losun- 
gen produzieren lassen. Das ist in diesem Fall leicht zu erhalten. 


1) Ist ag = O und a, # 0, so wird die gegebene Gleichung zu 
2 Oy ah 
a 
das ist eine zur x2-Achse parallele Gerade, und eine Parametrisierung ist gege- 


ben durch 
b 
R-L, Ap (=..) : 
a\ 


Hier ist also die erste Koordinate fest, die zweite frei wahlbar. 
Ist a; = 0, aber az  O, so hat man nur die Rollen von x, und x2 zu vertau- 
schen. 


2) Ist a, ~# O und a, # 0, so kann man die Gerade leicht zeichnen, indem man 
die Schnittpunkte mit den Achsen x; = 0 und x2 = 0 berechnet: 


Bild 0.4 
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Wahlt man wieder die x.-Koordinate eines Punktes der Geraden als Parameter 
A, so kann man daraus 


berechnen, und eine Parametrisierung der zunachst durch die Gleichung gege- 
benen Geraden ist gefunden: 


Bae 
RL. ae (2-2 a). 


a a, 


0.2.3. Zwei Geraden in der Ebene schneiden sich in genau einem Punkt, es sei 
denn, sie sind gleich oder parallel. Sind sie durch Gleichungen gegeben, so stellt 
sich die Frage, wie man entscheiden kann, welcher Fall vorliegt, und wie man 
eventuell den eindeutigen Schnittpunkt findet. Dazu einige 


Beispiele. a) Die Geraden seien gegeben durch 
a Ss) eS) Mle 
x2 = De 

Der Schnittpunkt p ist ganz einfach zu finden, indem man x2 = 2 aus der zwei- 

ten Gleichung in die erste einsetzt: x; = 1 + 2 = 3, also p = (3, 2). 
Eine Variante sind die Gleichungen 

Xe ee) = 1 A 
xX; + 3x2 9. 


I| 


LIL OF VAL, 


Bild 0.5 


Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab und dividiert die Differenz 
durch vier, so erhalt man wieder die obigen Gleichungen, und man sieht an den 
Zeichnungen, da der Schnittpunkt der gleiche ist. 
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b) Die Geraden seien gegeben durch 


xX} -x%2 = 1s 
2%) — 2x5) == 1: 
0 


Bild 0.6 
mit beliebigem b. Man sieht sofort, daB sie fiir b = 2 gleich und fiir b # 2 
parallel, also ohne Schnittpunkt sind. Darauf kommt man auch durch formales 
Rechnen, wenn man wieder die 2-fache erste Gleichung von der zweiten ab- 
zieht. Das ergibt 

TAs tS dhs 
Ox, — 0x» =e 

Die zweite Gleichung lautet in jedem Fall b = 2. Ist b so gewahlt, kann man sie 
weglassen und es bleibt die erste. Ist b 4 2 gewdhlt, so ist die zweite Gleichung 
nie erftillt und man kann die erste weglassen. 


c) Nun nehmen wir zu den zwei Geraden aus Beispiel a) eine dritte hinzu: 


X= XD = dus I 
Syee she) = 8): Il 
Spaeen, i | De Il 


AD 


Bild 0.7 


0.2 Geraden in der Ebene 7 


Da sie keinen gemeinsamen Schnittpunkt haben, sieht man an Bild 0.7, wir 
wollen es auch durch formales Umformen zeigen. Wie umgeformt wurde, ist 
rechts vermerkt. 


Xiok) = 1, I 
Axe = 8, if=n=! 
Ja an i= J 


Die Gleichungen II und III verlangen x. = 2 und x. = i, das ist ein Wider- 
spruch. 


Wie man sieht, sind derartige Umformungen von Gleichungssystemen sehr 
wirksam, wir werden in 0.4.6 eine Rechtfertigung dafiir geben. In obigem Bei- 
spiel sollte man bemerken, dai} die gemeinsamen Schnittpunkte von I mit II und 
I mit II erhalten bleiben. 


0.2.4. Den Begriff Gerade hatten wir bisher noch nicht prazise erklart, das soll 
schleunigst nachgeholt werden: 


Definition. Eine Teilmenge L C R’ hei®t Gerade, wenn es a), a2,b € R mit 
(a1, 42) # (0, 0) gibt, so daB 
L = {(%1, X2) € R*: ayxy + anx2 = d}. 


Daf man eine Gerade genauso gut mit Hilfe einer Parametrisierung beschreiben 
kann, ist die Aussage von folgendem 


Satz. Eine Teilmenge L C R° ist genau dann eine Gerade, wenn es v, w € R? 


mit w # 0 gibt, so dap 
L=v-+ Rw. 


Dieser Satz folgt spater sehr leicht aus der allgemeinen Theorie. Ohne weitere 
Hilfsmittel ist der Beweis etwas miihsam, wir wollen es dennoch vorfiihren: 


1) Ist L eine Gerade im Sinne der obigen Definition, so gibt es v und w mit den 
angegebenen Eigenschaften. 

Sei also L gegeben durch a), a2, b mit (a;, a2) # (0, 0). Wir fiihren den Fall 
a, # O aus, der Fall a2 4 O geht analog. Indem man im Ergebnis von 0.2.2 
A =O und A = a, setzt (siehe Bild 0.8), kommt man zu der Definition 


b 
via (2.0), w:=(-a,a;), L':=v+Ru, 
a\ 


und es ist zu zeigen, daB L = L’. Dazu ist L C L’ und L’ C L zu beweisen. 
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Bild 0.8 
a) L CL’: Ist (x1, x2) € L, so ist a,x; + aox2 = b. Also gilt fiir A := x2/a, 


b 
(Sieve) = (2 - ah, ah) =vu+Aw. 
a 
Somit ist (x;, x2) € L’. 
b) L’ C L: Ist x € L’, so gibt es ein A mit 


b 
x=v+hw= (2 yh, ash) =i (Xtaoxoe 
a 


b ee ; : a 
Setzt man x; = — — aA und x2 = aA in die Gleichung von L ein, so erhalt 
a 
man ; 
aX; + 4)Xx2 = b— Q\anr ate a\anr = Di, 
Also ist x € L. 


2) Ist L = v + Ru, so ist eine Gleichung zu finden. Ist v = (v;, v2) und 
wW = (w), W2) mit w, # 0, so zeigt eine einfache Uberlegung (siehe Bild 0.9), 


dab X2 — V2 W2 
———— es also W2X| — Wi X2 = WV) — W1V2 
X) — Vj Ww) 


sein mu. Wir definieren daher a, := w2, a) := —w), b := w2v, — W v2 und 
l= {(x1, x2) é R?: ajx; + ax = b} ‘ 
a) L Cc L’: Dazu mu8 man x = v+Aw = (vy; + Aw), v2 + Aw?) € L indie 
Gleichung einsetzen. Das ergibt 
W2(v; +Aw,) — wi (v2 + Aw?) = wv; — W,v2. 
Also ist x € L’. 
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4 v + Rw 


(y, 


Bild 0.9 
b) L’ C L: Sei x = (%), x2) € L’. Dazu muB man ein A € R finden, so daB 
xX = (X%, xX.) =vt+dAw = (vy; + Au, v2 +Au?). 


Wegen w, 4 0 kann man aus der ersten Komponente ausrechnen, daB 
Ate Ui 
1 = —— 

Ww} 


sein mu. Definiert man A durch diese Gleichung, so folgt aus x € L’, daB auch 


b— a,x, Wa Oi) Wyo = WX] 


x2= =wv2+dAu2. 


a2 Wy 
Also ist x € L. Oo 


0.3 Ebenen und Geraden im Standardraum R° 


0.3.1. Als ,,Raum*“ betrachten wir den dreidimensionalen reellen Raum. Wie in 
der Ebene geht durch zwei verschiedene Punkte v, v’ € R® genau eine Gerade 
L. Ist w := v’ — v, so ist wie in 0.2.1 

L={v+dAw: 4 © R} =v+Rw 


eine Parameterdarstellung von L. Es gibt jedoch zwei wesentliche Unterschie- 
de zur Ebene: 


1) Zwei Geraden sind im allgemeinen windschief, d.h. ohne Schnittpunkt und 
nicht parallel. 


2) Eine lineare Gleichung im R° beschreibt eine Ebene, zur Beschreibung ei- 
ner Geraden benotigt man zwei lineare Gleichungen (d.h. man stellt sie als 
Schnitt von zwei Ebenen dar). 


Das wird im folgenden genauer ausgefiihrt. 
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0.3.2. Wir betrachten eine lineare Gleichung der Form 
A,X; + aoX2 + 3x3 =b 
und die Menge der Lésungen 
E = {(%1, x2, x3) € R?: ayx, +apx2 + a3x3 = b}. 
Ist a} = a) = a3 = 0, soist E = @ fir b 4 Ound E = R’ fiir b = O. Fiir 
a, = a = 0, aber az $ O lautet die Gleichung 


23 == 
a3 


[23 
| 
y gis 
zy 


das ist eine Ebene parallel zur Ebene x3 = 0. 


: 


Bild 0.10 


Bild 0.11 
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Ist az = 0 und (a), a2) # (0, 0), so haben wir eine Gerade 
L = {(x1, x2) € R*: ayx, + ax, = d}, 


und E entsteht daraus, indem man alle im Raum dariiber- und darunterliegenden 
Punkte dazunimmt, d.h. (siehe Bild 0.11) 


E = {(%1, x2,.x3) € R°: (x1, x2) € L). 


Sind alle drei Koeffizienten a; 4 0, so schneidet E die Achsen an den Stellen 
b / aj. 


Bild 0.12 


Nach diesen Beispielen eine prazise 


Definition. Eine Teilmenge E C R° heiSt Ebene, wenn es aj, a2, a3, b € Rmit 
(a, a2, a3) # (0, 0, 0) gibt, so dak 


i {Gers x2; x3) (= R°: Q\X, + 2X2 + 43X%3 = b} : 


0.3.3. Zur Parametrisierung einer Geraden reicht ein Parameter, bei einer Ebe- 
ne geht es mit zweien, und zwar wie folgt. In der Ebenengleichung nehmen 
wir a; # O an (andernfalls vertausche man die Indizes). Wir betrachten die 
Standardebene R? und bezeichnen die Punkte mit (A, A2). Setzt man x; = Ay, 
X2 = hy in die Ebenengleichung ein, so erhalt man 


1 
34S (b = ar, = azA2) . 
a3 


Abstrakter ausgedriickt erhalt man eine Abbildung 


b ar aX 
®: R? > R?,° (),4.) (aid > - St - 2) 
a3 a3 a3 


12 Lineare Gleichungssysteme 


Eine triviale Rechnung ergibt 


QA, + andar + a3 (> == Gihy = a) 
a3 a3 a3 
also ist ®(R?) C E, und mit etwas mehr Rechnung als in 0.2.4 kann man zei- 
gen, daB 
&: R > E 

sogar bijektiv ist. Wir verzichten darauf, das hier vorzurechnen, weil es in 2.3 
aus der allgemeinen Theorie folgt. Die so erhaltene Abbildung ® von der Stan- 
dardebene R? auf die in R® liegende Ebene E heiSt Parametrisierung. In der 
oben angegebenen Form hat sie eine einfache geometrische Interpretation: ® 
ist die Umkehrung der Projektion 


m: ER’, (x1, 2, x3) > (41,4), 


auf die Koordinatenebene. Natiirlich gibt es viele andere Parametrisierungen 
von E. 

Die oben mit Hilfe der Abbildung ® angegebene Parametrisierung der Ebene 
E kann man noch etwas anders schreiben. Sind u, v, w € R® gegeben, so sei 


u+Rv+ Rw := {x eR’: es gibt A,, A. € R mit x =u+dAyv+dw} Z 


x 


3 


Bild 0.13 


Das ist das Bild von ®, wenn man 
b 
(0, 0) = (0. 0, =) ; 
a3 


ae (1,0) —4=(1,0,-2), 
a3 


Uu 
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Me 0,1) =u = (0 ‘ -2) 
a3 
wahlt. 
0.3.4. Nun wollen wir zwei Ebenen schneiden. Dazu zunidchst ein 


Beispiel. Wir betrachten die Gleichungen 


ier 0 + X30 =" —6, I 
X, + 2x2 + 3x3 = —10, II 


Bild 0.14 
und formen sie um zu 
Xj t%+%3 = -6, I 
%+2x, = —4. fl =I-1 


Der Schnitt der beiden Ebenen ist eine Gerade L, ein Punkt darauf ist festge- 
legt durch seine x3-Koordinate. Ubersetzt in eine Rechnung bedeutet das: man 
wahlt einen reellen Parameter A, setzt x3 = A und berechnet erst mit Tl und dann 
mit I 

2 = —2) —4 7 
x; = A-2. 


14 Lineare Gleichungssysteme 


Das ergibt eine Parametrisierung von L 
@:R>OLCR, Aw (A-2,2-4,d). 


Bild 0.15 
Hat man allgemein zwei Ebenengleichungen 
AX, +42X%.+43x3 = db, I 
QjxX1+a,x.+a,x, = D, II 


und ist a; 4 0, so fiihrt eine Umformung wie oben zu einem Ungliick, wenn es 
ein g € R gibt mit ens. 
(@,, a, a3) = (Qa), Qa2, Qa3). (*) 


Dann wird namlich die linke Seite von II := II— Q-I gleich Null. Das hat einen 
geometrischen Hintergrund, denn (*) bedeutet, daB die durch I und II beschrie- 
benen Ebenen parallel oder gleich sind. Ein praziser Beweis davon kann spater 
leicht nachgeholt werden (vgl. Aufgabe 8 zu 2.3). 


0.3.5. Nun schneiden wir schlieBlich drei Ebenen im R°. 
Beispiel. Wir nehmen zu dem Beispiel aus 0.3.4 noch eine Gleichung dazu: 
Xsty+%3 = —6, I 
xX, + 2x. + 3x3 —10, Il 
2x, + 3x2 + 6x3 —18. Il 


ll 
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=> 


Bild 0.16 


Die drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt. Um ihn zu berechnen, formen 
wir wieder um. Die erste Runde ergibt 


> 


Bild 0.17 
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xX +X%.+%x%3 = -6, I 
ep Ox Fk Ai) f=! 
wy +4x5 = =6. iit = Wt — 


Um den Schnittpunkt ganz schematisch ausrechnen zu kénnen, formen wir il 


noch einmal um zu ~ ~ ie 
2x3 = -2. Il = I — I 


Damit ergibt sich durch Einsetzen von unten nach oben 


x = -l nach Ill ; 
ym = —2 nach II, 
sf = ==5) nach I. 


Der einzige Schnittpunkt der drei Ebenen ist also (—3, —2, —1). 


Bild 0.18 


Ob dieses Verfahren im allgemeinen einen einzigen Schnittpunkt liefert, hangt 
ganz von den Koeffizienten der drei Gleichungen ab (vgl. 2.3.6). 
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Aufgaben zu 0.3 

1. Zeige, da fiir zwei Punkte v, w € R” die folgenden Bedingungen dquivalent sind: 
i) v#0,undes gibt keing € Rmitw =aQ-v. 

li) w #0, undes gibt keing € Rmitv=a-w. 

iii) Sind A, uw € R mit Av + ww = 0, so folgt notwendigerweise A = yu = 0. 


Man nennt v und w linear unabhdngig, falls eine der obigen Bedingungen erfiillt ist. v 
und w heifen linear abhdngig, falls sie nicht linear unabhangig sind. In Bild 0.19 sind 
v und w linear unabhangig, v und w’ linear abhingig. 


ill =? 
w' 0 
Bild 0.19 


2. a) Beweise, daB eine Teilmenge E des R* genau dann eine Ebene ist, wenn es Vek- 
toren u, v, w € R* gibt, so daB v und w linear unabhangig sind und 
E=u+Rv+Rw. 

b) Finde fiir die Ebene E = {@x, X2, x3) € R?: 3x; —2x. +23 = —1} eine Parame- 
trisierung. 
c) Gib fiir die in Parameterdarstellung gegebene Ebene 

E =(1,2,3)+R- (4,5, 6)+R- (7, 8, 9) 
eine beschreibende lineare Gleichung an. 


3. Zeige: Sind x, y,z € R° drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, so gibt es 
genau eine Ebene E C R?, die x, y und z enthilt, namlich 
E=x+R-(—-—y)+R-(«-2). 


0.4 Das Eliminationsverfahren von GAUSS 


0.4.1. Nach den vielen Spezialfallen und Beispielen ist der Leser hoffentlich 
geriistet fiir den allgemeinen Fall. Die Zahl n € N ist die Zahl der Unbestimm- 
ten, davon unabhangig kann man eine Zahl m e€ N fiir die Anzahl der linea- 
ren Bedingungen wahlen. Da m die Anzahl der verfiigbaren Buchstaben tiber- 
schreiten kann, verwenden wir fiir die Koeffizienten a;; doppelte Indizes. Das 
Gleichungssystem lautet also: 


Givin. sence s-Oyn<n = bd, 


(*) 


Gpikicte S80 ctOnnXae = Oma 


und gesucht ist die Menge der (x;,..., X,) € R", die alle Gleichungen erfiillen. 
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Das System (x) ist miihsam aufzuschreiben. Ein Meister in tibersichtlichen 
Rechenverfahren war A. CAYLEY, der auch erstmals systematisch Matrizen 
verwendete. Das hilft hier sofort. Die Koeffizienten a;; schreibt man, wie sie 
in (x) vorkommen, als rechteckiges Schema (Matrix genannt) 


Qyy +++ Ain 
IN 
ami ++ Amn 


Die Koeffizienten b; schreibt man ihrer Position in (*) entsprechend als Spalte, 
also 


b 
b= : 
Dn 
Nun ist der Kniff, auch die Unbekannten x), ..., x, als Spalte zu schreiben, 
x} 
2.3) Res : : 
Xn 


und zwischen A und x ein Produkt zu erklaren, das wieder eine Spalte (aber der 
Lange m) ergibt: 


OutX ice ee a inn 


AmiX; + ... + AnnXn 
Dabei ist entscheidend, daB x so viele Zeilen wie A Spalten hat. Das lineare 
Gleichungssystem (*) kann man dann in der Form 
Ae) (x’) 
schreiben, wobei das eine Gleichheit von zwei Spalten mit jeweils m Zeilen be- 
deutet. Diese geschickte Schreibweise ist gewohnungsbediirftig und auch etwas 
gefahrlich, weil man leicht vergessen kann, was sie explizit bedeutet. 
Man nennt A die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems. Hangt 
man die Spalte b noch an, so erhalt man die Matrix 
ay Cina 
(CAND) = 


Amt At. Gan by, 
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sie hei®t erweiterte Koeffizientenmatrix. Darin ist alle Information iiber das 
Gleichungssystem enthalten. 

Hat eine Matrix A insgesamt m Zeilen und n Spalten, so spricht man zur 
Abkiirzung von einer (m x n)-Matrix. Man schreibt dafiir A = (a;;), die re- 
ellen Zahlen a;; heiBen Eintrdge von A. 

Eine andere Methode, das Gleichungssystem (x) kiirzer aufzuschreiben, be- 
nutzt das Summenzeichen ). Allgemein ist 


n 
) Cj FG) Gees ome he 
j=! 


Dabei heiBt j der Summationsindex, man kann ihn durch jeden anderen Buch- 
staben ersetzen. In dieser Schreibweise lautet die i-te Gleichung 

Se ajjxj =; , 

j=! 
das ganze System also 


Y > aijx; = 0; PUL) ete (*”) 
Wiest 
Welche Schreibweise man bevorzugt, ist nebensdchlich. Wir werden vorwie- 
gend A - x = b benutzen, weil dabei die geringste Anzahl von Buchstaben er- 
forderlich ist. 


0.4.2. Nachdem eine energiesparende Schreibweise fiir Gleichungssysteme ver- 
einbart ist, konnen wir das Problem der Losung in Angriff nehmen. Die Lé- 
sungsmenge ist nach Definition gleich 
Lés (A, b) := {x ER": A-x =)}, 

wobei x als Spaltenvektor geschrieben ist. (Diese suggestive Bezeichnungswei- 
se habe ich bei [J] entdeckt; ich konnte nicht der Versuchung widerstehen, sie zu 
tibernehmen.) Das System zu /dsen heiBt, eine effiziente Methode zur Beschrei- 
bung der Menge Los (A, b) anzugeben. Was wir schlieBlich erhalten werden, ist 
eine Zahl k € N und eine explizit angebbare bijektive Abbildung 


®: R‘ > Lés(A,b) CR", 
sie hei&t Parametrisierung. Die Berechnung von ® mit Hilfe des nach C.F. 
GAUSS benannten Eliminationsverfahrens ist recht einfach, das ist Ziel dieses 
Kapitels. Der Nachweis der guten Eigenschaften von ® erfordert etwas 
Theorie und wird in Kapitel 2 nachgeholt. Der abstrakte Hintergrund von li- 
nearen Gleichungssystemen wird schlieBlich in Kapitel 6 erlautert. 
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0.4.3. In den Beispielen aus 0.2. und 0.3 hatten wir Gleichungssysteme so lange 
umgeformt, bis eine Parametrisierung schrittweise ,,von unten nach oben“ be- 
rechnet werden konnte. Beispiele fiir so umgeformte Koeffizientenmatrizen A 


waren 1 1 1 
1 -1 ee at 

5 , Oe 
0 1 Da 22 

OROm 2) 


Die Nullen zu Beginn der Zeilen haben dabei eine typische Staffelung, die 
Trennlinie von den anderen Eintragen hat Stufenform. 


Definition. Eine m x n-Matrix A = (a;;) heiBt in Zeilenstufenform, wenn sie 
von der folgenden Form ist: 


Dabei miissen die Eintrage an den mit ® markierten Stellen ungleich Null sein, 
und unterhalb der eingezeichneten ,,Stufenlinie* diirfen nur Nullen stehen. 


Damit auch die Grenzfalle klar geregelt sind, kann man diese Definition noch 
praziser aufschreiben. A ist in Zeilenstufenform, wenn folgendes gilt: 


1. Es gibt eine Zahl r mit 0 < r < m, so da® in den Zeilen mit Index 1 bis r 
jeweils nicht nur Nullen stehen und in den Zeilen mit Index r + 1 bis m nur 
Nullen stehen. 


2. Fur jedes i mit 1 <i <r betrachten wir den niedrigsten Index j; der Spalte, 
in der ein Eintrag ungleich Null steht, in Zeichen 
ji = min{j: a;; #0}. 
Offensichtlich ist 1 < j; <n, und die zusatzliche Stufenbedingung l\autet 
Ih aM pet eee ae 


Man beachte, da der Fall r = 0 zugelassen ist; dann sind alle Eintrage von A 
gleich Null. Die besonders ausgezeichneten und oben durch @ gekennzeichne- 
ten Eintrage 

QA) jy ++ +5 aj, 
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heiBen Pivots (auf deutsch Angelpunkte) von A. Sie sind nach Definition von 
Null verschieden. 


Beispiel. Fiir 


O 2 Og ewes 

ORO La Se eal) 0 
i\S 

OW 0) OO spl 

OO RO MOO O50 


Sti — On — 2, J) = 3, j3 = O. 

Besonders einfach aufzuschreiben ist der Spezialfall, in dem 
ik j= wey Te 

Dann hat A die Form 


a 


Durch eine Umordnung der Spalten von A, d.h. eine andere Numerierung der 
Unbekannten des entsprechenden Gleichungssystems, kann man das stets errei- 
chen. Fiir die Praxis ist das nebensdchlich, aber fiir die Theorie kann man sich 
dadurch die lastigen Doppelindizes j; ersparen. 


0.4.4. Nun geben wir ein Losungsverfahren fiir ein lineares Gleichungssystem 
an, bei dem die Koeffizientenmatrix A in Zeilenstufenform ist. Zur Vereinfa- 
chung nehmen wir an, da die Pivots in den ersten r Spalten sitzen. Dann hat 
die erweiterte Koeffizientenmatrix die Gestalt 


ay by 
a22 
(A, b) = arr b, 
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mit a}, £4 0,...,a,, # 0. Die Eintrage b,+1, ..., b» sind entscheidend fiir die 
Frage, ob es tiberhaupt eine Losung gibt. 


Bemerkung. Gibt es ein b, 4 O mitr +1 <i <™m, so ist Los (A, D) leer. 
Beweis. Die i-te Gleichung lautet 
Oxy +s... +0 x, = 5; 20; 
Diese Bedingung kann kein x erfiillen. Oo 
Im gegenteiligen Fall 
Des — Ont) 


geben wir nun eine Methode an, Losungen zu konstruieren. Dazu unterscheiden 
wir zwischen zwei Arten von Variablen: 


Xp41,+-++,Xn sind freie Variablen, sie konnen alle beliebigen Werte anneh- 
men. 
X,,...,X, sind gebundene Variablen, sie sind eindeutig dadurch festgelegt, 


fiir welche Werte sich die freien Variablen entschieden haben. 
Das kann man so beschreiben. Man setzt k := n — r, das ist die Zahl der 


freien Variablen, wahlt A,,..., A, € R als Parameter, und setzt 
Xrst =Ay, X42 =Az,~--, Xn =A. 
Zur Berechnung der x;,..., x, daraus beginnt man mit der r-ten Gleichung 


OrrXp + Apo i Ay +... + Arndy = b, . 


Daraus erhalt man 
1 
Spa ee == (0; a Ayr 1At mC OO Arndk) . 
Grr 
Setzt man das in die (r — 1)-te Gleichung ein, erhalt man analog 
xp = dy p21Or4 ats dy=y,b, ste Cr—-1,1A1 eo ee Cr—1,kAk , 
wobei die auftretenden Zahlen c und d von den Eintrégen der Zeilen r — 1 und 
r aus der Matrix A abhangen. Fahrt man so fort, erhalt man schlieBlich 
xji= d\,b, Hus + dj,b, ae CyAy Bh ais + cA : 
Insgesamt ergibt sich eine Abbildung 


®: R' -— Lés(A,b) CR’, 


(Qin ae) ke (X15 -+ sa Xp p Ao eee 
wobei fiir x;, ..., x, die oben berechneten von A), ..., Ax, den Eintragen von 
A und 5;,..., 6, abhangigen Ausdriicke einzusetzen sind. Da hierfiir nach den 


obigen Rechnungen alle r Gleichungen erfiillt sind, liegen die Werte von ® in 
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der Lésungsmenge Los (A, b). Man hat also fiir beliebig gewahlte Parameter 
Aj,..-, Ax eine Lésung des gegebenen Gleichungssystems erhalten. Oo 


Beispiel. Ist A die (4 x 7)-Matrix aus 0.4.3, und wahlt man 
Pe —ouee D5e—al'® orb, =i by — 0), 


so sind die Losungen von A - x = b also in Spalten geschrieben gegeben durch 


x] dy 

x2 3 — 2dp — 3A3 — 34 

x3 $ — 3A — 2A3 + 4A, 

x4 =] A. 

x5 A3 

Xs za hiy 

x7 ds 
0 1 0 0 0 
3 0 =2 -3 —3 
‘ 0 —3 —2 f 

={ Of+41) 0 | +r] 1 [+43] Of +r]. 0 

0 0 0 1 0 
5 0 0 0 =} 
0 0 0 0 1 


0.4.5. Einen wichtigen Spezialfall wollen wir noch erwahnen: Ist die Matrix A 
quadratisch, so hat man ebensoviele Gleichungen wie Unbekannte. Ist speziell 
A auf Zeilenstufenform mit r = n, so ist 


a 
@ 
i 


0 ® 


und es gibt wegen k = n —r = O keinen freien Parameter, also eine einzige 


Losung Bec ms 
Tt; losses n ’ 


die man wieder von unten nach oben berechnet. Ist iiberdies 
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by =* 107 0 Sons, — eee 


man erhdlt also nur die triviale Lésung. Beispiele fiir eindeutig losbare Glei- 
chungssysteme findet man in 0.2.3 a), 0.3.5 und Aufgabe 2. 


0.4.6. Nachdem wir gesehen haben, wie sich ein Gleichungssystem in Zeilen- 
stufenform lésen 1a48t, versuchen wir nun, ein beliebiges System auf diese Form 
zu bringen. Dazu benutzen wir zwei Arten von elementaren Zeilenumformun- 
gen der erweiterten Koeffizientenmatrix: 


1) Vertauschung von zwei Zeilen. 


2) Addition der \-fachen i-ten Zeile zur k-ten Zeile, wobei0 # A € R und 
b= kK Ast. 
Diese Umformungen sind gerechtfertigt durch den 


Satz. Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungs- 
systems, und (A, b) aus (A, b) durch endlich viele elementare Zeilenumformun- 


gen entstanden. Dann haben die Systeme A- x = b und A-x = b gleiche 
Lésungsrdume, in Zeichen Los (A, b) = Los (A, b). 


Vorsicht! Man beachte, dai Spaltenumformungen eine vollig andere Wirkung 
haben, weil dadurch die Unbekannten ,,gemischt* werden. Das ist unerwiinscht. 
Nur Vertauschungen in den ersten n Spalten sind ungefahrlich, sie bewirken le- 
diglich eine Umnumerierung der Unbekannten. 


Beweis. Es geniigt zu beweisen, daB der Losungsraum bei einer einzigen ele- 
mentaren Zeilenumformung unverandert bleibt, denn dann andert auch Wieder- 
holung nichts. 

Typ 1) ist vollig unproblematisch, weil alle Gleichungen simultan erfillt sein 
miissen, die Reihenfolge ist gleichgiiltig. 

Bei Typ 2) mu8 man etwas rechnen. Da nur die Zeilen i und k betroffen sind, 
geniigt es zu zeigen, da die beiden aus jeweils zwei Gleichungen bestehenden 
Systeme 


aj X\ fore steact= Airey => bj (*) 
Ani X| net ek = by 
und 
Gi|X1-+ «.. + Cink Ce &) 
(ag) + Aai)xX1 +... + (Gen FAGin)\Xn = Dy +A; 
gleiche Losungsraéume haben. Erfiillt x = (x,,..., X,) die Gleichungen (*), 


so auch die erste von (*), und durch Addition der A-fachen ersten Gleichung 


0.4 Das Eliminationsverfahren von GAUSS 25 


von (*) zur zweiten die zweite Gleichung von (*). Umgekehrt folgt durch Sub- 
traktion der A-fachen ersten Gleichung aus (+) von der zweiten auch die zweite 
Gleichung aus (*). oO 


Was bei Umformungen vom Typ 2) geometrisch vorgeht, sieht man am einfach- 
sten in der Ebene. Zwei Gleichungen beschreiben zwei Geraden, die Losungs- 
menge besteht aus den Schnittpunkten (keiner, einer, oder eine ganze Gerade, 
vgl. 0.2). Was verschiedene Faktoren 4 bewirken, wollen wir am besten an ei- 
nem Beispiel zeigen: Gegeben seien Geraden 


Pemouiche x= 1) vund -Ly durch xjp— x2. 
lake 


Desi 


Bild 0.20 


Dann ist 

Lyi, gegebendurch (1+A)x; —x2=2+A. 
Diese Schar von Geraden mit Parameter A geht durch (1, —1), sie enthilt alle 
Geraden durch (1, —1) mit Ausnahme von L,, und die Zahl 2 ist am Schnitt- 
punkt mit der Geraden x, = 2 zu sehen. 


0.4.7. Der letzte und am schwierigsten in allgemeiner Form aufzuschreibende 
Schritt ist enthalten in dem 


Satz. Jede Matrix A kann man durch elementare Zeilenumformungen in eine 
Matrix A in Zeilenstufenform iiberfiihren. 


Beweis. Wir geben ein konkretes Verfahren an, das schrittweise durchgefiihrt 
wird und so aufgebaut ist, da daraus ohne groBe Schwierigkeiten ein Com- 
puterprogramm gemacht werden kann. Wer durch die vielen Indizes verwirrt 
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ist, mége zunachst das unten angegebene Beispiel studieren, bei dem drei Run- 
den nétig sind. 

Sei A eine m x n-Matrix. Ist A = 0, so hat A nach Definition schon Zeilen- 
stufenform mit r = 0. 

Ist A 4 0, so gibt es mindestens einen Eintrag 4 0. Also gibt es mindestens 
eine von Null verschiedene Spalte, wir wahlen die mit dem kleinsten Index j,, 
in Zeichen 

ji = min{j: es gibt eini mit a;; A 0}. 

Ist a, ;, # 0, so konnen wir es als Pivot wahlen. Andernfalls suchen wir uns ein 
a;,;, # 0 und vertauschen die Zeile 1 mit der Zeile i,. Das ist schon die erste 
Zeile von A, also gilt fiir den ersten Pivot 

yj, = 4i,;,- 
Durch Umformungen vom Typ 2) kann man alle unterhalb von a,j, stehenden 
Eintrage zu Null machen. Ist a einer davon, so soll 

a+ aij, ==(0) 

werden, also hat man 

A= -— (x) 

1 j, 


zu wahlen. Das Ergebnis dieser Umformungen ist von der Gestalt 


(ees 0) aij, es biois * 

es 0 

Ay= ’ 
: Sig Az 


wobei an den mit « markierten Stellen irgendwelche Eintrage stehen. Die Ma- 
trix Az hat m — 1 Zeilen und n — j, Spalten. 

Im zweiten Schritt macht man mit A, das Gleiche wie oben im ersten Schritt 
mit A = A;: Ist Ay = 0, so hat A; schon Zeilenstufenform; andernfalls suche 
man j2 > j; und den Pivot dp;,. Die dabei nétigen Zeilenumformungen von 
A> kann man auf die Zeilen 2 bis m von A, ausdehnen, ohne da8 sich in den 
Spalten 1 bis 7; etwas andert, denn dort stehen nur Nullen. 

Ist Ay umgeformt, so erhalt man A3, u.s.w. Das Verfahren mu8 abbrechen, 
weil die Zeilen- und Spaltenzahlen der Matrizen A, abnehmen, oder weil im 
Lauf des Verfahrens eine Matrix A, = 0 entsieht. Das Endergebnis ist 
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aj, * ae cot ache * 


22 jn 


0 ay. Did * 


Dr 
II 


Oo 
Beispiel. Damit der Gang der Rechnung mit dem bloBen Auge zu erkennen ist, 
sind die Eintrage so gewahlt, daB sie ganzzahlig bleiben. 
Umm.) '9 Ome. oO OB PSS 


pees > 0 MG Lt 2 Oo OO 2 8 

— ~ ~ 
eee. 0. 6.7.8.9. 0. 01-12 —9 
DONO 00.0) D190 9, 99 Ovi 03-618 
013.459 5 

ere? "5" 2 airy 
000'0 0 0 


O00 10 9 0000 0 

Bei dem oben allgemein beschriebenen Verfahren wird aus r verschiedenen 
Spalten jeweils ein Eintrag als Pivot ausgewahlt, Kandidaten sind alle von Null 
verschiedenen Eintrage. Fiir die Theorie wird sich spater zeigen, dai das Ergeb- 
nis nicht von der Wah] abhangt. Fir die Praxis ist es vorteilhaft, den vom Betrag 
her gro8ten Eintrag zu wahlen, weil entsprechend (x) durch den Pivot dividiert 
wird, und kleine Nenner zu groBen Schwankungen fiihren konnen (vgl. Aufga- 
be 4). 


0.4.8. Nun ist das Eliminationsverfahren von GAUSS fiir ein System von m li- 
nearen Gleichungen und n Unbestimmten mit reellen Koeffizienten komplett, 
wir fassen die einzelnen Schritte noch einmal zusammen: 


1) Man schreibe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf. 


2) Man bringe A auf Zeilenstufenform und forme dabei die Spalte b mit um. 
Ergebnis ist (A, 5), insbesondere die Zahl r. Beachte, daB in der b-Spalte 
kein Pivot gesucht wird! 

3) Man lese an b ab, ob es Lésungen gibt und wenn ja, berechne man die Para- 
metrisierung 
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®: R"” > Lés (A, b) = Lés (A, b) C R"” 
der Losungsmenge. 


Nun zu der entscheidenden Frage nach den Eigenschaften der so erhaltenen Ab- 
bildung ®, der Parametrisierung der LOsungen. Zu verschiedenen k-Tupeln 
von Parametern gehoren auch verschiedene Losungen, da die Parameter direkt 
in die letzten k Komponenten der Losung eingetragen werden (vgl. 0.4.4). Also 
ist ® injektiv. Bleibt die Frage, ob ® surjektiv ist, d.h. ob alle Losungen von der 
Parametrisierung erreicht werden. 

Zur Beantwortung der letzten Frage mu8 man etwas arbeiten. Insbesondere 
ist zu zeigen, daB die mit Hilfe der Umformungen erhaltene Zahl r nur von der 
Matrix A und nicht vom Verfahren (etwa der Auswahl der Pivots) abhangt. Man 
kann das alles relativ direkt angehen, aber viel schoner geht es mit Hilfe von et- 
was Theorie, die ja ohnehin schmackhaft gemacht werden soll. Die Zahl r wird 
sich als Rang der Matrix A erweisen, und die Losungsmenge Los (A, b) hat die 
Struktur eines affinen Raumes der Dimension k = n — r. In dieser Situation 
folgt die Surjektivitaét von ® aus der Injektivitat, die Begriindungen werden in 
2.3 nachgeholt. Das soll aber nicht daran hindern, schon vorher Gleichungssy- 
steme zu ld6sen, wenn sie auftreten. 


Aufgaben zu 0.4 
1. Lose folgende lineare Gleichungssysteme: 
a) xX. +2x3 +3x%, = O 
xX; +2x2 4+3x3 4+4x%, = O 
2x, +3x2 +4x%3 +5x4 = O 
3x; +4x2 +5x3 +6x4 = O 
b) —6x +6x2. 4+2x3 —2x, = 2 
—9x, +8x2 +3x3 —2x4 = 3 
—3x +2x2 + x3 =e 
—15x, +14x2 +5x3 -4x, = 5 


2. Gib die Losung des linearen Gleichungssystems an, das durch die folgende erweiterte 
Koeffizientenmatrix gegeben ist: 


wn -& 
| 
wn 
— 
oO 
| 
) 
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3. Bestimme, fiir welche t € R das folgende lineare Gleichungssystem in Matrixdar- 
stellung lésbar ist und gib gegebenenfalls die Losung an. 


De Ae 2 12s 

2 eh? Joy 126-7 

1 10 6] 7t+8 
4. Lose das folgende lineare Gleichungssystem auf einem Taschenrechner mit einer Re- 
chengenauigkeit von n Stellen hinter dem Komma (Abschneiden weiterer Stellen ohne 


Rundung!) fiir ¢ = 10~* fiir gréBer werdendes k < n, und zwar einmal mit dem Pivot 
€ und einmal mit dem ,,maximalen Zeilenpivot* 1 der ersten Spalte. 


Sey 2} 
ey = |b : 
Beschreibe den geometrischen Hintergrund dieser Umformungen. 


Kapitel 1 
Grundbegriffe 


Zu Beginn dieses Kapitels erklaren wir die grundlegenden Begriffe der Algebra, die an 
den verschiedensten Stellen der Mathematik auftauchen. Wie intensiv man dies bei der 
ersten Lektiire studieren soll, ist eine Frage des Geschmacks. Wer gar keinen Appetit 
darauf verspiirt, kann sofort bis nach 1.4 weiterblattern, wo die wirkliche lineare Alge- 
bra, namlich die Theorie der Vektorrdume, beginnt, und das, was er von den Grundbe- 
griffen spater bendtigt, bei Bedarf nachschlagen. 


1.1 Mengen und Abbildungen 


Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff ,. Menge“ er- 
klart werden kann; das ist Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung. Fiir 
die Zwecke der linearen Algebra geniigt es, einige elementare Regeln und Bezeichnun- 
gen zu erlautern. Wer an einer fundierten Darstellung interessiert ist, mége zum Bei- 
spiel [F-P] konsultieren. 


1.1.1. Die endlichen Mengen kann man im Prinzip durch eine vollstandige Liste 
ihrer Elemente angeben. Man schreibt dafiir 
Kime [hig Ne eps 

wobei der Doppelpunkt neben dem Gleichheitszeichen bedeutet, daB das links 
stehende Symbol X durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird. Die x; 
heiBen Elemente von X, in Zeichen x; € X. Man beachte, daB die Elemente x; 
nicht notwendig verschieden sein miissen, und daB die Reihenfolge gleichgiiltig 
ist. Man nennt die Elemente x;,...,x, © X paarweise verschieden, wenn 
x; # xj; fir i A j. In diesem Fall ist n die Anzahl der Elemente von X. 

Die leere Menge @ ist dadurch gekennzeichnet, da sie kein Element enthalt. 

Eine Menge X’ heift Teilmenge von X, in Zeichen X’ C X, wenn aus x € X’ 
immer x € X folgt. Es gilt 

Xe— se <x GY) und ie@exe 
Die einfachste unendliche Menge ist die Menge 
INP S(O) 28 on oly 

der natiirlichen Zahlen. Man kann sie charakterisieren durch die PEANO-Axio- 
me (vgl. [Z]). Diese enthalten das Prinzip der vollstdndigen Induktion: 


Sei M C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften: 
a)O0eEM, 
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b)neM>an+lemM. 
Dann ist M =N. 


Mancher Leser wird sich an dieser Stelle zum ersten Mal — aber sicher insge- 
samt nicht zum letzten Mal — dariiber wundern, da8 die Bezeichnungen in der 
Mathematik nicht einheitlich sind. So wird die Null manchmal nicht als natiirli- 
che Zahl angesehen. Es gibt Versuche, hier durch DIN-Normen Ordnung zu 
schaffen (vgl. [DIN]), aber viele Mathematiker lieben mehr ihre Freiheit, als 
Normblatter. 

Durch Erweiterungen von Zahlbereichen erhalt man ausgehend von N die 
ganzen Zahlen 

{Ow Ei 22, a. he 


die rationalen Zahlen 
Pp 
@= {2 p.gez aol, 


und etwa als Dezimalbriiche oder Cauchy-Folgen rationaler Zahlen die reellen 
Zahlen R. Es ist 

NcCZcCQcCRCC, 
wobei die in gewisser Weise abschlieSiende Erweiterung zu den komplexen Zah- 
len C in 1.3.3 und 1.3.9 behandelt wird. Einem Leser, der mehr iiber den Aufbau 
der ,.Zahlen“ wissen mochte, sei [Z] empfohlen. 


1.1.2. In der linearen Algebra werden wir mit solchen Mengen auskommen, die 
sich aus den in 1.1.1 angegebenen Mengen mit Hilfe einiger elementarer Ope- 
rationen ableiten lassen. 

Aus einer gegebenen Menge X kann man Teilmengen auswahlen, die durch 
gewisse Eigenschaften der Elemente charakterisiert sind, in Zeichen 


X’ := {x € X: x hat die Eigenschaft E} , 
zum Beispiel X’ := {n € N: n ist gerade}. 
Sind X,, ..., X, Mengen, so hat man eine Vereinigung 
heme, — x: es pibtemi ¢ {1,...,n} mitx eX} 
und den Durchschnitt 
Melee Ol XG. — 403, x © X; firallei € {l,...,n}}>. 

An einigen Stellen wird es n6étig sein, Vereinigungen und Durchschnitte von 
mehr als endlich vielen Mengen zu betrachten. Dazu verwendet man eine Men- 


ge I, die Indexmenge heiBt, so daf fiir jedes i € J eine Menge X; gegeben ist. 
Dann sind Vereinigung und Durchschnitt erklart durch 
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|) x: := {x: es gibteini € J mitx € Xj}, 
() xi := {x: x € X; fiirallei € J}. 


Ist etwa J = N und X; := [—i, i] C R ein Intervall, so ist 
| )xX:=R und ()X; = {0}. 
ieN ieN 

Ist X’ C X eine Teilmenge, so nennt man 

XX = lee Xi een) 
die Differenzmenge (oder das Komplement). 


1.1.3. Zur Beschreibung von Beziehungen zwischen verschiedenen Mengen 
verwendet man ,,Abbildungen“. Sind X und Y Mengen, so versteht man unter 
einer Abbildung von X nach Y eine Vorschrift f, die jedem x € X eindeutig 
ein f(x) € Y zuordnet. Man schreibt dafiir 


f: X-Y, xp f(r). 


Man beachte den Unterschied zwischen den beiden Pfeilen: ,,—>“ steht zwischen 
den Mengen und ,,->“ zwischen den Elementen. 

Zwei Abbildungen f: X — Y und g: X — Y heifSen gleich, in Zeichen 
f = g, wenn f(x) = g(x) fir alle x € X. Mit 


Abb (X, Y) 


bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y. 

Ein Problem bei dieser Definition einer Abbildung ist, da8 nicht prazisiert 
ist, in welcher Form die Abbildungsvorschrift gegeben sein soll (genauso we- 
nig war festgelegt worden, in welcher Form die charakterisierende Eigenschaft 
einer Teilmenge vorliegen soll). Besonders einfach zu beschreiben sind Abbil- 
dungen, bei denen f(x) durch eine explizite Formel angegeben werden kann, 
etwa im Fall X = Y = R durch 


f@y=axr," (OEY YOST 


Aart 2 


x 


8V 


Bild 1.1 
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Die letzte Vorschrift ist schon problematisch, weil es fiir positive reelle Zahlen 
zwei und fiir negative keine Quadratwurzel gibt. Eine Abbildung im Sinn der 
Definition liegt nur vor, wenn man negative x ausschlieBt und fiir positive x 
eine Wurzel (etwa die positive) auswahlt. Dann hat man eine Abbildung 


FR, SR,, xix, 
wobei R, := {x € R: x > O}. 
Mit einer Abbildung kann man nicht nur Elemente, sondern auch Teilmengen 
bewegen. Sei also f: X > Y und M C X, N CY. Dann heiBt 


f(M) := {y € Y: es gibteinx € M mit y= f(x)} CY 
das Bild von M (in Y), insbesondere f(X) das Bild von X in Y, und 
f O(N) := {x EX: fxX)ENJ CX 


das Urbild von N in X. Man beachte, daf fiir eine einelementige Menge 
N = {y} das Urbild if, 
ie I e= fy) © X 


eine Teilmenge ist, die aus mehreren Elementen bestehen, aber auch leer sein 
kann (etwa bei f(x) = x”). Daher ist f—! im allgemeinen keine Abbildung von 
Y nach X im Sinn der Definition. 

Noch eine Bezeichnungsweise: Ist f: X — Y eine Abbildung und M Cc X 
eine Teilmenge, so nennt man 


f\iIM: M>Y, xr f@), 


die Beschrankung von f auf M. Sie unterscheidet sich von f nur durch den 
eingeschrankten Definitionsbereich. Ist Y C Y’ eine Teilmenge, so ist es tiblich, 
mit f: X — Y’ auch die Abbildung mit dem ausgedehnten Bildbereich zu 
bezeichnen. 


1.1.4. Besonders wichtige Eigenschaften von Abbildungen haben eigene Na- 
men. Eine Abbildung f: X — Y heiBt 


injektiv, falls aus x, x’ € X und f(x) = f(x’) stets x = x’ folgt, 


surjektiv, falls f(X) = Y, 
d.h. falls es zu jedem y € Y einx € X gibt mit y = f(x), 


bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. 


Ist f bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genauein x € X mit f(x) = y. In 
diesem Fall kann man also eine Umkehrabbildung 


fiYox, yrexe=f'o) mit y= f(r) 
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erklaren. Man beachte, da8 das Symbol f ~' in verschiedenen Bedeutungen vor- 
kommt: 


— bei einer beliebigen Abbildung ist ftir jede Teilmenge N C Y das Urbild 
f7'(N) C X eine Teilmenge, 


— ist f bijektiv, so besteht fiir die einelementige Teilmenge {y} C Y das Urbild 
f—'({y}) aus einem Element x, in Zeichen 
he LOD =a) 


dafiir schreibt man dann f~!(y) = x. 
Durch systematisches Zahlen beweist man den folgenden einfachen 


Satz. Ist X eine endliche Menge, so sind fiir eine Abbildung f: X — X folgen- 
de Bedingungen dquivalent: 


i) f ist injektiv, 
ii) f ist surjektiv, 


lii) f ist bijektiv. 


Beweis. X bestehe aus n Elementen, also X = {x,,...,X,}, wobein € N ist 
und die x; paarweise verschieden sind. 


i) => ii): Wir zeigen ,,nicht surjektiv’ => ,,nicht injektiv’. Ist f(X) 4 X, so 
besteht f(X) aus m < n Elementen. Nun besagt das sogenannte Schubladen- 
prinzip von DIRICHLET: Verteilt man n Objekte irgendwie in m Schubladen, 
wobeim <n, so gibt es mindestens eine Schublade, in der mehr als ein Objekt 
liegt. Also kann f nicht injektiv sein. 


ii) = 1): Ist f nicht injektiv, so gibt es x;, x; mit x; # x;, aber f(x;) = f(x;). 
Dann kann f (X) hochstens n — 1 Elemente enthalten, also ist f nicht surjektiv. 

Wegen ii) = i) folgt auch ii) = iii), iii) > i) ist klar. Damit sind alle mogli- 
chen Implikationen bewiesen. a 


1.1.5. Sind X, Y, Z Mengen und f: X — Y sowie g: Y — Z Abbildungen, 
so heiBt die Abbildung 


gof: X>Z, xt g(f(*)) = @o f)@) 
die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von f und g (man sagt g kom- 


poniert mit f fiir g o f). Man beachte dabei, daB die zuerst angewandte Abbil- 
dung rechts steht, im Gegensatz zum Diagramm 
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genet S 7. 
Daher kOnnte man das Diagramm besser umgekehrt schreiben: 
Zee E> Ke 
Bemerkung. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fiir Abbil- 
dungen f: X > Y, g: Y ~ Zundh: Z > W ist 
(hog)of =ho(gof). 
Beweis. Ist x € X, so ist 
((ho g)o f) (x) (ho g)(f(x)) =h(g (f@))) 
h((go f)(x)) = (ho (go f)) @). 0 
Vorsicht! Die Komposition von Abbildungen ist i.a. nicht kommutativ. Ist 
f:R-R, xhextl, 
g R-R, xb me, 
so ist (f o g)(x) = x* +1 und (go f)(x) = (x +1)’, also fog 4 go f. 


Um eine etwas andersartige Charakterisierung von Injektivitat und Surjektivitat 
zu erhalten, erklaren wir fiir jede Menge X die identische Abbildung 


idy: X > X, xbhx. 


Lemma. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den nicht leeren Mengen X 
und Y. Dann gilt: 


1) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dap 
go f = idy. 

2) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dap 
fi og = idy. 

3) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dap 
go f =idy und f og =idy. Indiesem Fall ist g = f—'. 


Beweis. 1) Sei f injektiv. Dann gibt es zu jedem y € f(X) genaueinx € X mit 
f(x) = y, und wir definieren g(y) := x. Ist xo € X beliebig, so definieren wir 
weiter g(y) = Xo fiir alle y € Y \ f(X). Das ergibt eine Abbildung g: Y > X 
mit go f =idy. 

Ist umgekehrt g: Y + X mit go f = idy gegeben, und ist f(x) = f(x’) 
fiir x, x’ € X, soist x = idy(x) = g(f(x)) = 2 (f(@’)) = idy(x’) = x’. Also 
ist f injektiv. 
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2) Sei f surjektiv. Zu jedem y € Y wahlen wir ein festes x € X mit f(x) = y 
und setzen g(y) := x. Die so erklarte Abbildung g: Y — X hat die Eigenschaft 
if og = idy. 

Ist umgekehrt g: Y — X mit f o g = idy gegeben, und ist y € Y, so ist 
y = f (g(y)), also Bild von g(y), und f ist surjektiv. 
3) Ist f bijektiv, so erfiillt g := f~' die beiden Gleichungen. Ist umgekehrt 
g: Y > X mit go f =idy und f o g = idy gegeben, so ist f nach 1) und 2) 
bijektiv, und es gilt g = f—!. QO 


1.1.6. Schon bei der Einfiihrung des Raumes R” hatten wir ein ,,direktes Pro- 


dukt* betrachtet. Sind allgemeiner X,,..., X, Mengen, so betrachten wir die 
geordneten n-Tupel 


Tea (Scare) mit Kp Rls « sae 
Genauer kann man x als Abbildung 
Ke {1s et ky Oe) axe mit x(i) € X; 


ansehen (man nennt x auch Auswahlfunktion), und zur Vereinfachung der 
Schreibweise x; := x(i) und x := (x,,...,X,) setzen. Im Sinne der Gleich- 
heit von Abbildungen gilt dann 


Gis ta) = O58) S LS 2p ee 
Nun erklaren wir das direkte Produkt 
XG OS ee (Qipeee eae xi €E X;} 


als Menge der geordneten n-Tupel. Offensichtlich ist X; x... x X, #9, wenn 
X; ~ @ fir allei € {1,...,n}. 
Fir jedes 7 hat man eine Projektion auf die i-te Komponente 


Wit XX va KX py SK 1g is | KPA eee 
Ist speziell X; =... = X, = X, so schreibt man 
XU XS AS Oe: 
Ein Element von X” ist also eine Abbildung {1,...,} — X. Ist allgemeiner / 


irgendeine Menge (man nennt sie Indexmenge), so nennt man eine Abbildung 
gelax, ipx=e0)5 

eine Familie von Elementen in X. Man beachte den Unterschied zu einer Teil- 

menge X’ C X, die man mit y(/) vergleichen kann: die Elemente i € J kann 

man als Etiketten (oder noch naher am Familienleben als Pflichten) ansehen, 

die unter den Elementen von X verteilt werden. Jedes Etikett i hat einen ein- 

deutigen Empfanger x;, die Elemente von X’ = (J) erhalten mindestens ein 
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Etikett, und es ist moglich, da manche x € X’ mehrere Etiketten erhalten (was 
zur oft geh6rten Klage ,,schon wieder ich“ fiihrt). 

Zur Abkiirzung bezeichnet man eine Familie J > X oft mit (x;)j¢;. 

Fur die Indexmenge J = N der natiirlichen Zahlen nennt man (x;);-jn eine 
Folge, das ist ein grundlegender Begriff der Analysis. 


Vorsicht! Die Frage der Existenz der oben betrachteten Auswahlfunktionen ist 
nicht unproblematisch. Das fiihrt zum Auswahlaxiom, vgl. [F-P], das auch im 
Beweis von Lemma 1.1.5 schon stillschweigend verwendet wurde. 
1.1.7. Fiir eine Abbildung f: X — Y nennt man die Menge 

Py = (x, f(x) € X x ¥) 


den Graphen von f . Damit kann man oft eine Abbildung durch eine Skizze ver- 
anschaulichen. 


Bild 1.2 


Nach der Definition einer Abbildung ist die Einschrankung der Projektion auf 
Xx 

1180 | DD, 
bijektiv. Daraus folgt, daB das ,,Funktionengebirge“ keine »Uberhange“ hat, wie 
im folgenden Bild: 


Y 


Bild 1.3 
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1.1.8. Das direkte Produkt ist auch niitzlich, um Beziehungen (oder Relationen) 
zwischen je zwei Elementen x, y € X zu studieren. Man schreibt dafiir allge- 
mein x ~ y. 


Beispiele. a) X = Menge der Menschen, x ~ y :< x kennt y. 

D) X= RES Vie ry 

©) X =}R", pyc An) ~ (Ny 2 Vn) 2 NP ee ee ee ye 
d)X =Z,04meEN, x ~ y:} y —x durch mm teilbar. 


Eine Relation ist beschrieben durch ihren Graphen R C X x X, wobei 
~yWEROx~y. (x) 


Man kann also eine Relation auf X definieren als Teilmenge R C X x X, und 
das Zeichen ~ durch (*) erklaren. 


Definition. Eine Relation ~ auf X heiSt Aquivalenzrelation, wenn fir beliebige 
x,y,zEX gilt: 


Alx~x, (reflexiv) 
AZ ey Via (symmetrisch) 
A3x~yundy~z>x ~z. (transitiv) 


In diesem Fall sagt man x ist Gquivalent zu y fiir x ~ y. 


Der Leser mége zur Ubung die obigen Beispiele auf diese Eigenschaften iiber- 
priifen. Vor allem die Reflexivitat in Beispiel a) ist etwas Nachdenken wert. 

Hat man auf einer Menge eine Aquivalenzrelation eingefiihrt, so kann man 
— wie wir sehen werden — zu einer neuen Menge tibergehen, in der aquivalen- 
te Elemente der urspriinglichen Menge zu ,,Reprasentanten“ desselben neuen 
Elementes werden. Dabei wird — mit den Worten von HERMANN WEYL —alles 
im Sinne des eingenommenen Standpunktes Unwesentliche an den untersuchten 
Objekten abgestreift. Ubersetzt ins Mengen-Latein, liest sich das wie folgt: 

Ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X gegeben, so heift eine Teil- 
menge A C X Aquivalenzklasse (beziiglich R), falls gilt: 


1 AQ: 
Pp 385, IE Lea 8 
3.x EA, yEX,x~y>yeEa. 


Man iiberlege sich, wie die Aquivalenzklassen in obigen Beispielen c) und d) 
aussehen. 
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Bemerkung. Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so gehért jedes 
Element a € X zu genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir zwei 
beliebige Aquivalenzklassen A, A’ entweder A = A’ oder AN A’ = @. 
Beweis. Fir ein fest gegebenes a € X definieren wir 

A= (xe Xx 71g)! 
Wir zeigen, daB A eine Aquivalenzklasse ist, die a enthalt. Wegen a ~ a ist 
aéA,undes folgt A 4 . Sindx, y € A,soistx ~aund y ~a,alsox ~ y 
nach A2 und A3. 

Istx € A, y € X und x ~ y, so ist x ~ a, also nach A2 und A3 auch y ~ a 
und daher y € A. Damit ist gezeigt, da8 a in mindestens einer Aquivalenzklasse 
enthalten ist. 

Es bleibt zu zeigen, da8 zwei Aquivalenzklassen A und A’ entweder gleich 
oder disjunkt sind. Angenommen, es ist AN A’ 4 @unda € ANA’. Istx € A, 
so ist x ~ a, und wegena e€ A’ folgt auch x € A’. Also ist A C A’. Ebenso 
beweist man A’ C A, woraus A = A’ folgt. | 


Jede Aquivalenzrelation R auf einer Menge X liefert also eine Zerlegung von 
X in disjunkte Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen betrachtet man als 
Elemente einer neuen Menge, die man mit X/R bezeichnet. Man nennt sie die 
Quotientenmenge von X nach der Aquivalenzrelation R. Die Elemente von 
X/R sind also spezielle Teilmengen von X. Indem man jedem Element a € X 
die Aquivalenzklasse A, zuordnet, in der es enthalten ist, erhalt man eine ka- 
nonische (d.h. in der gegebenen Situation eindeutig festgelegte) Abbildung 


X—>X/R, array. 


Das Urbild eines Elementes A € X/R ist dabei wieder A, aber aufgefaBt als 
Teilmenge von X. 

Jedes a € A heift ein Représentant der Aquivalenzklasse A. Im allgemeinen 
gibt es keine Moglichkeit, spezielle Reprasentanten besonders auszuzeichnen. 
Das ware auch gar nicht im Sinne der durchgefiihrten Konstruktion. 


Aufgaben zu 1.1 


1. Beweise die folgenden Rechenregeln fiir die Operationen mit Mengen: 

a) XCM awraaxe xa Yo Y UX, 

bb XMOaaeAeaeaa rr )iMiZ,. X U(Y U Z).= (XX UY) UZ, 

CL OCs eeu OC mM Z), & U(Y 0 Z) = (X UY) O..X UZ); 

d) X \ (Mi{NM2) = (X \ M))U(X \ M2), X \ (MUM?) = (X \ My) (XN M2). 
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2. Sei f: X — Y eine Abbildung. Zeige: 
a) Ist M; C M2 C X, so folgt f(M1) C f(M2). 
Ist N} C No C Y, so folgt f-'(N,) C f7!(N)). 
b) Mc f7'(f(M)) fir M CX, f(f-'(N)) CN firN CY. 
c) f (YN N) =X~ f7-!(N) fiir N CY. 
d) Fir M;, M2 C X und Ni, No CY gilt: 
FONNL ON) = FOND FTN), FTN UN2) = FOV) U F712), 
f(M, U M2) = f(M1) U f(a),  f(M1 M2) C f(M1) 9 f (M2). 
Finde ein Beispiel, in dem f(M, NM M2) 4 f(Mi) NM f(M)2) gilt! 
3. Seien f: X — Y, g: Y — Z Abbildungen und g o f: X — Z die Komposition 
von f und g. Dann gilt: 
a) Sind f und g injektiv (surjektiv), so ist auch g o f injektiv (surjektiv). 
b) Ist g o f injektiv (surjektiv), so ist auch f injektiv (g surjektiv). 


4. Untersuche die folgenden Abbildungen auf Injektivitat und Surjektivitat: 

a) fi: R > Rye x+y, 6) fh: R > Ry) ey 

c) fz: R? => R?, G, y) > (*+2y, 2x — y), 

5. Zwei Mengen X und Y hei®en gleichmachtig genau dann, wenn es eine bijektive 


Abbildung f: X — Y gibt. Eine Menge X hei®t abzahlbar unendlich, falls X und N 
gleichmachtig sind. 


a) Zeige, daB Z und Q abzahlbar unendlich sind. 

b) Zeige, daB R nicht abzahlbar unendlich ist. 

c) Fir eine nichtleere Menge M sei Abb (M, {0, 1}) die Menge aller Abbildungen von 
M nach {0, 1}. Zeige, daB M und Abb (M, {0, 1}) nicht gleichmachtig sind. 


6. Ein Konferenzhotel fiir Mathematiker hat genau N Betten. Das Hotel ist bereits voll 
belegt, aber die Mathematiker lassen sich nach Belieben innerhalb des Hotels umquar- 
tieren. Das Hotel soll aus wirtschaftlichen Griinden stets voll belegt sein, und wenn 
méglich, sollen alle neu ankommenden Gaste untergebracht werden. Was macht man 
in folgenden Fallen? 


a) Ein weiterer Mathematiker trifft ein. 

b) Die Insassen eines Kleinbusses mit n Platzen suchen Unterkunft. 
c) Ein GroBraumbus mit N Personen kommt an. 

d) n GroBraumbusse treffen ein. 


e) N GroBraumbusse fahren vor. 
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1.2 Gruppen 


1.2.1. Unter einer Verkniipfung (oder Komposition) auf einer Menge G versteht 
man eine Vorschrift x, die zwei gegebenen Elementen a, b € G ein neues Ele- 
ment *«(a, b) € G zuordnet, d.h. eine Abbildung 


* GxG-G, (a,b) x(a,b). 


Wir geben einige Beispiele fiir solche Vorschriften « und schreiben dabei zur 
Abkiirzung a x b statt «(a, b): 


a) Ist X eine Menge und G = Abb(X, X) die Menge aller Abbildungen 
f: X > xX, 
so ist fiir f, g € G nach 1.1.5 auch f og € G, also kann man 
fxegi=fog 
setzen. 


b) InG =N, Z, Q, R oder R*, hat man Addition und Multiplikation, also kann 
man fiira,beG 


axb:=a+b oder axb:=a-b 
setzen. Im Gegensatz zu Beispiel a) ist die Reihenfolge von a und b hier egal. 
c) In G = Q oder R kann man 
GD = t(a +b) 
als das arithmetische Mittel von a und b erklaren. 
1.2.2. Verkniipfungen mit besonders guten Eigenschaften haben eigene Namen. 


Definition. Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heiBt Gruppe, 
wenn folgende Axiome erfiillt sind: 


G1 (a*b) *c =a x (bx c) fiir alle a, b, c € G (Assoziativgesetz). 


G2 Es gibt ein e € G (neutrales Element genannt) mit den folgenden Eigen- 
schaften: 


a) exa =afirallea €G. 


b) Zu jedem a € G gibt es eina’ € G (inverses Element von a genannt) 
mit a’ *a =e. 


Die Gruppe heiBt abelsch (oder kommutativ), falls auBerdem a * b = b x a fiir 
allea,b EG. 
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Falls das keine Verwirrung stiftet, schreibt man die Verkniipfung zur Verein- 
fachung meist als Multiplikation, also a - b oder nur ab statt a * b. 

Ist die Verkniipfung als Addition geschrieben, so setzt man stillschweigend 
voraus, daB sie kommutativ ist. Das neutrale Element 0 hei8t dann Nullelement, 
das Inverse von a wird mit —a bezeichnet und heiBt Negatives. 


Wenn das Assoziativgesetz erfiillt ist, kann man bei mehrfachen Produkten die 
Klammern weglassen, also schreiben: 


abc = (ab)c = a(bc). 


Zunachst wollen wir die Gruppenaxiome bei den Beispielen aus 1.2.1 nach- 
priifen. 


a) In G = Abb(X, X) ist die Komposition nach 1.1.5 assoziativ, die identische 
Abbildung idy erfiillt G2a, aber aus der Existenz eines g mit go f = idy folgt, 
da8 f injektiv sein mu8. Also ist G2b im allgemeinen nicht erfiillt. 

Das kann man aber reparieren. Die Hintereinanderschaltung ist auch eine Ver- 
knitipfung in der Teilmenge 


S(X) := {f € Abb(X, X): f bijektiv} , 


und S(X) wird damit zu einer Gruppe. Sie hei®t die symmetrische Gruppe der 
Menge X. Ist X = {1,...,n},soschreibt man§S,, stattS(X).Jedeso € S, heiBt 
Permutation der Zahlen 1, ...,, und S, nennt man auch Permutationsgruppe. 
In der linearen Algebra ist sie wichtig bei der Berechnung von Determinanten, 
daher verschieben wir alles Weitere hieriiber auf Kapitel 3. Insbesondere wer- 
den wir dort sehen, daB §S,, fiir n > 3 nicht abelsch ist. 


b) Hier sind nur Z, Q und R mit der Addition und R’_ mit der Multiplikation 
Gruppen. Der Leser mége zur Ubung nachpriifen, welche Axiome in den ande- 
ren Fallen verletzt sind. 


c) Das arithmetische Mittel ist nur kommutativ, aber nicht assoziativ, und es gibt 
kein neutrales Element. 


1.2.3. Bei der Aufstellung von Axiomen versucht man, so wenig wie méglich 
zu fordern und die weiteren Eigenschaften daraus abzuleiten. Insbesondere ha- 
ben wir weder bei e noch bei a’ die Eindeutigkeit postuliert. Derartigen Klein- 
kram kann man nachtraglich beweisen. 
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Bemerkung. Ist G eine Gruppe, so gilt: 


a) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigen- 
schafta-e =a firallea € G. 


b) Das inverse Element a’ ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigenschaft 
a-a' =e firalleaeG. 
c) Da das Inverse nach b) eindeutig bestimmt ist, kann man es mit a7! bezeich- 
nen. Es gilt fiira,b € G: 
@*-a=a-a'=e, (a")'=a, (ab)'=b"a"'. 
d) Es gelten die folgenden Kiirzungsregeln: 
gee —a-1—%—X und y-a=y-a>y=y. 


Beweis. Wir betrachten ein neutrales e und eina € G. Zua’ gibt es ein a” mit 


Peat 


a’a' = e. Daraus folgt 
aa’ = e(aa’) = (aa')(aa’) = a" (a'(aa’)) 
= a" ((a’a)a') pas a’ (ea’) a a’a’ =e, 
und somit ae = a(a’a) = (aa’)a = ea =a. 
Ist é ein eventuelles anderes neutrales Element, so ist 
eé=e und e€=e, also e=é. 
Damit ist a) und die erste Gleichung von c) bewiesen. 
Ist a’ ein eventuelles anderes Inverses, so folgt 
a =ae=4'(aa’) = @a)a’ =ea' =a’ 
unter Verwendung der bereits vorher bewiesenen Eigenschaften. Damit ist auch 
b) bewiesen. 
Aus aa! = e folgt, daB a inverses Element zu a~! ist, d.h. (a~')~! = a. 
Weiter gilt 
(b-'a7!)(ab) = b“!(a“'(ab)) = b'((a"'a)b) = b (eb) = b'b=e. 
SchlieBlich folgen die Kiirzungsregeln durch Multiplikation der jeweils ersten 
Gleichung von links bzw. rechts mit a~!. Oo 


1.2.4. Auf der Suche nach Beispielen fiir Gruppen kann es helfen, das Axiom 
G2 etwas anders zu formulieren. Dazu betrachten wir fiir ein festes a € G die 
Abbildungen 

tT: G—oG, xt»x-a,  (Rechtstranslation), und 

at: GoG, xta-x,  (Linkstranslation). 
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Lemma. Ist G eine Gruppe, so sind fiir jedes a € G die Abbildungen Tt, und ,t 
bijektiv. 

Ist umgekehrt G eine Menge mit einer Verkniipfung, so folgt G2 aus der Sur- 
jektivitat der Abbildungen t, und ,t fir alle a € G. 


Beweis. Die Bijektivitét von t, und ,t bedeutet, daB es zu b € G genau ein 
x € Gund genau ein y € G gibt mit 
e'a—D Did "yy —1e 
d.h. daB diese Gleichungen mit x und y als Unbestimmten eindeutig losbar sind. 
Die Existenz einer Losung ist klar, denn es geniigt, 
x=b-a' und y=a'-b 
zu setzen. Sind x und y weitere Losungen, so gilt 
4+g=X- a) Ud .a-y— oan 
also x = x und y = y nach der Kiirzungsregel in 1.2.3. 
Seien umgekehrt die Gleichungen 
x-a=b und a-y=b 
fur beliebige a, b € G lésbar. Dann gibt es zu a eine mite-a =a.Istbe G 
beliebig, so ist 
e-b=e-(a-y)=(¢-a)-y=a-y=b, 
also existiert ein neutrales Element. Durch losen der Gleichung x - a = e erhalt 


man das inverse Element von a. o 


1.2.5. Eine Verkniipfung auf einer endlichen Menge G = {a),...,a,} kann 
man im Prinzip dadurch angeben, dai man die Werte aller Produkte a; - a; in ei- 
nem quadratischen Schema dhnlich einer Matrix aufschreibt. Dabei steht 
a; - a; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Verkniipfungstafel (oder im 
Fall einer Gruppe der Gruppentafel): 


Ob das Gruppenaxiom G2 erfillt ist, kann man dann nach obigem Lemma da- 
ran erkennen, ob jede Zeile und jede Spalte der Tafel eine Permutation von 
ley rare oe 
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Daraus folgt sofort, da es nur eine Moglichkeit gibt, die 2-elementige Men- 
ge G2 = {a), ay} zu einer Gruppe zu machen: Ein Element, etwa a; = e, mu8 
neutral sein, das andere ist a, = a, und die Gruppentafel ist 


Die Kommutativitat erkennt man an der Symmetrie der Tafel. Ob das Assozia- 
tivgesetz erfiillt ist, kann man der Tafel nicht direkt ansehen, das mu8 man (lei- 
der) fiir alle méglichen n? Tripel nachpriifen. 

Fir n = 3 und G = {e, a, b} erhalt man ebenfalls nur eine mogliche Grup- 
pentafel, namlich 


und man stellt fest, daB diese Multiplikation assoziativ ist. Firn = 4 und 
G = {e,a, b,c} findet man leicht zwei wesentlich verschiedene Moglichkei- 
ten, namlich 


Wieder ist die Kommutativitat offensichtlich, die Assoziativitat etwas miihsam 
zu tberpriifen. Um diese beiden verschiedenen Multiplikationen unterscheiden 
zu konnen, schreiben wir Gj fiir G4 mit der Multiplikation ©. 

Es ist klar, daB dieses nur auf Ausprobieren beruhende Verfahren fiir grofere 
n zu kompliziert und unbefriedigend ist. 


1.2.6. Um eine bessere Methode zum Studium von Gruppen zu erhalten, be- 
notigt man geeignete Begriffe, die Beziehungen der Gruppen untereinander re- 
geln. 
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Definition. Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung - und G’ C G eine nichtleere 
Teilmenge. G’ hei&t Untergruppe, wenn fiir a,b € G’ aucha-b e€ G’ und 
@ 4e Ge 

Sind G und H Gruppen mit Verkniipfungen - und ©, so heiBt eine Abbildung 
y: G — H Homomorphismus (von Gruppen), wenn 


g(a-b)=(a)Og(b) firallea,beG. 
Ein Homomorphismus heift Isomorphismus, wenn er bijektiv ist. 
Zunachst einige unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen. 


Bemerkung 1. [st G eine Gruppe und G’ C G Untergruppe, so ist G’ mit der 
Verkniipfung aus G wieder eine Gruppe. 


Man nennt diese Verkniipfung in G’ die von G induzierte Verkniipfung. 

Beweis. Die induzierte Verkniipfung ist assoziativ, weil sie aus G kommt. Da 

es eina € G’ gibt, ista~! € G unda-a!=eeG’. Oo 

Bemerkung 2. Sei g: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt: 

a) y(e) =e, wenne € Gunde € H die neutralen Elemente bezeichnen. 

b) g(a) = g(a)! fir allea € G. 

c) Ist p Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung g~': H — G ein 

Homomorphismus. 
Beweis. a) folgt aus der Kiirzungsregel in H, da 
e © gle) = ve) = vee) = ve) Ove), 
und daraus ergibt sich b), weil 
e = 9(e) = 9(a"' -a) = 9(a"') Og). 

Zum Beweis von c) nehmen wir c,d € H. Ist c = g(a) undd = g(b), so ist 

y(a-b) = g(a)Oy(b) =cOd, also gy '(cOd)=a-b=y'\(c)-y'(d). 
O 


Im folgenden werden wir die Verkniipfung und die neutralen Elemente in G und 
H nur noch dann verschieden bezeichnen, wenn das erforderlich ist (etwa in 
dem Beispiel b) weiter unten). 


Beispiele. a) Zunachst betrachten wir die in 1.2.5 konstruierten Beispiele. Fiir 
die Mengen gilt 


G,C G3, G;CG, und GG; a@Ge 
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aber bei keiner der Teilmengen handelt es sich um eine Untergruppe. Dagegen 


ist 
G2C Gy 


eine Untergruppe. 
Die identische Abbildung Gz — Gj ist kein Homomorphismus. Beispiele 
von Homomorphismen g: G4 — G4 sind gegeben durch 
pe) = o(a) = (6) = vc) =e, 

gple)=e, g@)=a, g(b)=e, v(c)=a, 

gle)=e, gla)=b, vb)=e, g(c)=b, 

gyle)=e, g@)=c, vb)=e, 9)=c. 
Die einfachen Begriindungen seien dem Leser zur Ubung empfohlen. 


b) Ist G = R mit der Addition und H = R* mit der Multiplikation als Ver- 
kniipfung, so ist die Exponentialfunktion 


exp. R—> Ri, +>, 
ein Isomorphismus, da e**” = e* - e”. 


c) Wir betrachten die abelsche Gruppe Z mit der Addition als Verkniipfung. Fiir 
jedes m € Z ist die Abbildung 


Om: Z>Z, awm-a, 

ein Homomorphismus, denn m(a + b) = ma + mb. Sein Bild 
mZ:={m-a:aeEZ}cZ 

ist eine Untergruppe, weil ma + mb = m(a + b) und —mb = m(—B). 


1.2.7. Im Anschlu8 an das letzte Beispiel kann man nun eine sogenannte zykli- 
sche Gruppe mit m Elementen konstruieren. Wir nehmen m > 0 an und teilen 
die ganzen Zahlen in m Klassen (d.h. disjunkte Teilmengen) folgendermaBen 


ein: Zu jedem 
me (0.1 2... mm — 1} 


betrachten wir die Menge 
r+mZ:={r+m-a:aeZ}, 


die man sich als die um r verschobene Untergruppe mZ vorstellen kann (vgl. 
1.1.8). Fir m = 2 ist 


0+2Z die Menge der geraden und 
1+2Z die Menge der ungeraden Zahlen. 
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Im allgemeinen Fall ist 
Z=(0+mZ)U(1+mZ)U...U(m—1+mZ), 


und diese Vereinigung ist disjunkt. Zu welcher Klasse eine Zahl a € Z gehort, 


kann man durch Division mit Rest entscheiden. Ist 


F=k+— mitkeZundr © (0,...,9m—1)}, 
m m 


so ista € r+mZ, denna = r + mk. Daher nennt man die Klassen r + mZ 

auch Restklassen modulo m: sie bestehen aus all den Zahlen, die bei Division 

durch m den gleichen Rest hinterlassen. Zwei Zahlen a, a’ liegen genau dann in 

derselben Restklasse, wenn a — a’ durch m teilbar ist. Man schreibt dafiir auch 
a=a' modm 


und sagt ,,a ist kongruent a’ modulo m“. Fir m = O ist die Kongruenz die 
Gleichheit. 

Zu jedem a € Z bezeichnen wir mit ad = a + mZ seine Restklasse. Die Zahl 
a heiBt Reprdsentant von a. In der Menge der Restklassen kann man nun eine 


Addition definieren durch 2) fa 
a+b:=a+b. 
Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn sie nicht von der Auswahl der Reprasen- 
tanten abhangt. Man sagt dazu, die Addition ist wohldefiniert. Das ist aber ein- 
fach zu sehen: 
Ista =a’ und b = B, so ist a — a! = mk und b — b! = ml mitk, 1 € Z, also 


at+b=a+b+mk+l), dh. at+b=a' +b’. 
Nun k6nnen wir das Ergebnis formulieren: 
Satz. Ist m € Z und m > 0, so ist die Menge 
Z/mZ := {0,1,...,m—1} 


der Restklassen modulo m mit der oben erklarten Addition eine abelsche Grup- 
pe, und die Abbildung 


Z—>@Z/mZ, arra+mZ, 
ist ein surjektiver Homomorphismus. 
Beweis. Die Assoziativitat vererbt sich von Z nach Z/mZ: 
(@+b)+¢ = atb+t=(@+b)+c=at+bto) 
= a@t+b+c=a+(b+0). 
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Neutrales Element ist 0,denn0+a=0+a= a, und Inverses von @ ist —a. 
Auch die Kommutativitat wird von Z vererbt. ‘ig 


Man nennt Z/mZ fir m > 0 die zyklische Gruppe der Ordnung m, fiir m = 0 
ist Z/OZ = Z, diese Gruppe heifBt unendlich zyklisch. 

Das etwas ungewohnt erscheinende Rechnen mit Restklassen ist im taglichen 
Leben hochst vertraut: Wer um 10 Uhr weggeht und 3 Stunden unterwegs ist, 
kommt um 1 Uhr zuriick. Denn der Stundenzeiger der Uhr rechnet modulo 12. 
Die Zeitrechnung insgesamt ist noch weit komplizierter als dieser letzte Ab- 
schnitt tiber Gruppen. 

Ein Leser, der damit Schwierigkeiten hat, ist in guter Gesellschaft mit 
GOETHES Faust, der zu Mephisto sagt: ,,Mich diinkt, die Alte spricht im Fie- 
ber’‘, als die Hexe aus ihrem Rechenbuche vorliest: 


Du must verstehn! Aus Fiinf und Sechs, 
Aus Eins mach Zehn, So sagt die Hex’, 

Und Zwei laf gehn, Mach Sieben und Acht, 
Und Drei mach gleich, So ist’s vollbracht: 

So bist du reich. Und Neun ist Eins, 
Verlier die Vier! Und Zehn ist keins. 


Das ist das Hexen-Einmaleins. 


Aufgaben zu 1.2 


1. Sei G eine Gruppe mit aa = e fiir alle a € G, wobei e das neutrale Element von G 
bezeichnet. Zeige, daB G abelsch ist. 


2. Bestimme (bis auf Isomorphie) alle Gruppen mit héchstens vier Elementen. Welche 
davon sind abelsch? 


3. Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen? 


afi: Z> Z, z+ 2z, b) fo: ZZ, ze zt, 
c) fs: 2>Q, zee z74+1, dfs: CX > R*, ze IzI, 
e)fs; C>R*, ze lz|, ~— ff) fo: Z/pZ > Z/pZ, z+>2?. 


Dabei ist die Verkniipfung in Z, C und Z/pZ jeweils die Addition, in Q*, R* und C* 
jeweils die Multiplikation und p eine Primzahl. 


4. Sei G eine Gruppe und A C G-: Die von A erzeugte Untergruppe erz(A) ist definiert 
ou erz(A) = {a +... +p: n €N,a; € A oder a; | € A}. 


erz(A) ist somit die Menge aller endlichen Produkte von Elementen aus A bzw. deren 
Inversen. Zeige, da® erz(A) die ,,kleinste“ Untergruppe von G ist, die A enthalt, d.h. 


i) erz(A) C G ist eine Untergruppe. 
ii) Ist U C G eine Untergruppe mit A C U, so folgt erz(A) C U. 
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Wie sieht erz(A) aus fiir den Fall, da& A einelementig ist? 

5. Fiir eine natiirliche Zahl n > 3 seid € S(R?) die Drehung um den Winkel 27 /n und 

s € S(R*) die Spiegelung an der x-Achse. Die Diedergruppe Dy ist definiert durch 
Dr er snd): 


a) Wie viele Elemente hat D,,? 


b) Gib eine Gruppentafel von D3 an. 


6. Eine Gruppe G heifBt zyklisch, falls es ein g € G gibt mit G = erz({g}). 
a) Wie sieht die Gruppentafel einer endlichen zyklischen Gruppe aus? 


b)* Zeige, daB jede zyklische Gruppe entweder isomorph zu Z oder Z/nZ (n € N ge- 
eignet) ist. 


7. Zeige: Ist G eine abelsche Gruppe und H C G eine Untergruppe, so ist durch 
x~yexy'leH 

eine Aquivalenzrelation auf G erklart. Sei G/H := G/ ~ die Menge der Aquiva- 

lenzklassen, und die zu x € G gehdrige Aquivalenzklasse sei mit x bezeichnet. Sind 


x,x’,y,y’ € Gmitx ~ x’ und y ~ y’, soist xy ~ x’y’. Somit kann man auf G/H 
durch 


Ye ye= xy. 
eine Verkniipfung erklaren. 
Zeige, daB G/H auf diese Weise zu einer abelschen Gruppe wird und fiir G = Z, 
H =nZ genau die in 1.2.7 definierten zyklischen Gruppen Z/nZ entstehen. 


1.3 Ringe, Korper und Polynome 


1.3.1. Bei Gruppen hat man eine einzige Verkniipfung; ob man sie als Addi- 
tion oder als Multiplikation bezeichnet, ist nebensdchlich. In der linearen Al- 
gebra braucht man aber Addition und Multiplikation, also zwei Arten der Ver- 
kniipfung, die miteinander in geregelter Beziehung stehen. Damit beschaftigt 
sich dieser Abschnitt. 
Definition. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen 

+: RxR->R, (a,b)hR a+b, und 

RxR-R, (a,b)ra:-b, 

heiBt Ring, wenn folgendes gilt: 
R1 R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe. 


R2 Die Multiplikation - ist assoziativ. 
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R3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a,b,c € R gilt 
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c. 

Ein Ring heiBt kommutativ, wenn a - b = b -a fiir alle a, b € R. Ein Element 
1 € R hei®t Einselement, wenn 1-a =a-1=<afiiralleae€ R. 

Wie tblich soll dabei zur Einsparung von Klammern die Multiplikation star- 
ker binden als die Addition. 
Bemerkung. /st R ein Ring und 0 € R das Nullelement, so gilt fiir allea € R 

OR an dO 0): 


Beweis.0-a =(0+0)-a=0-a+0-a. Oo 


Beispiele. a) Die Mengen Z der ganzen Zahlen, Q der rationalen Zahlen und R 
der reellen Zahlen sind zusammen mit der tiblichen Addition und Multiplikation 
kommutative Ringe. 
b) Ist J C R ein Intervall und 
R:={f: 1 > RB} 

die Menge der reellwertigen Funktionen, so sind durch 

(f +8)(%) := f(x) +a) und (f+ g)Q@) = f(x): g(x) 
Verkniipfungen erklart, und R wird damit zu einem kommutativen Ring. Das 
folgt ganz leicht aus den Ringeigenschaften von R. 
c) In der Gruppe Z/mZ der Restklassen modulo m aus 1.2.7 kann man durch 

a-b:=a-b 

auch eine Multiplikation erklaren. Denn ist wieder a—a’ = mk undb—b’' = mi, 
so folgt 

a-b=(a' +mk)- (b' + ml) =a'-b'+m(b'k+al4mkl). 


Also ist die Definition der Multiplikation unabhangig von der Auswahl der Re- 
prasentanten. 

Die Regeln R2 und R3 und die Kommutativitat der Multiplikation folgen 
ganz einfach aus den entsprechenden Regeln in Z. 

Die Multiplikationstafeln wollen wir firm = 2, 3, 4 explizit aufschreiben. 
Dabei lassen wir zur Vereinfachung bei den Restklassen die Querstriche weg. 
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Die Multiplikation mit 0 ist uninteressant, wir betrachten also in diesen drei 
Fallen die Menge R ~ {0}. Firm = 2 und m = 3 ist sie zusammen mit der 
Multiplikation wieder eine Gruppe, fiir m = 4 nicht, denn hier ist 

1 2'= 32) und 220 


Also ist die Ktirzungsregel verletzt, und das Produkt 2 - 2 liegt nicht in R ~ {0}. 


1.3.2. Das vorangehende Beispiel motiviert die 


Definition. Ein Ring R heiBt nullteilerfrei, wenn fiir allea, b € Rausa-b =0 
stets a = 0 oder b = 0 folgt. 


Bemerkung. Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn m 
eine Primzahl ist. 


Beweis. Ist m keine Primzahl, alsom = k -1 mit 1 < k,l < m, so ist 
k,l 40, aber O=m=k.-1. 
Ist umgekehrt m Primzahl und k -/ = 0, so ist 
elo 


fiir ein r € Z. Also hat entweder k oder / einen Primfaktor m, d.h. k = 0 oder 
E10} oO 


Als Vorsorge fiir spater noch eine 


Definition. Ist R ein Ring und R’ C R eine Teilmenge, so heif®t R’ Unterring, 
wenn R’ beziiglich der Addition Untergruppe ist (also entsprechend 1.2.6 fiir 
a,b e& R’ aucha+b € R’ und —a € R’), und beziiglich der Multiplikation fiir 
a,beé R’aucha-be R’. 

Sind R und S Ringe mit Verkniipfungen +, - und @, ©, so heift eine Abbil- 
dung g: R — S ein Homomorphismus (von Ringen), wenn fur allea,b € R 

ilt: 

g(a +b) = (a) © yb) und 9(a-b) = 9(a) Og). 
Zum Beispiel ist mZ C Z ein Unterring und Z > Z/mZ,a +H a+mzZ, ein 
Homomorphismus. 
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1.3.3. In einem nullteilerfreien Ring R ist fiir a, b € R \ {0} auch das Produkt 
a-b € R~ {0}, also induziert die Multiplikation von R eine assoziative Multi- 
plikation in R \ {0}. Das Gruppenaxiom G2 braucht jedoch keineswegs erfiillt 
zu sein: Im Ring Z gibt es auBer fiir 1 und —1 kein multiplikatives Inverses, im 
Ring 2Z der geraden Zahlen nicht einmal ein Einselement. Ist R \ {0} mit der 
Multiplikation eine Gruppe und dariiber hinaus der Ring kommutativ, so nennt 
man ihn Kérper. Das wollen wir noch einmal direkter aufschreiben: 


Definition. Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen 
+ KxK—-K, (a,b)ha+b, und 
KxK—-K, (a,b)ra-b, 

heiBt Kérper, wenn folgendes gilt: 

K1 K zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe. 
(Ihr neutrales Element wird mit 0, das zu a € K inverse Element mit —a 
bezeichnet.) 

K2 Bezeichnet K* := K ~ {0}, so gilt fira,b € K* aucha-b € K*, und K* 
zusammen mit der so erhaltenen Multiplikation ist eine abelsche Gruppe. 


(Ihr neutrales Element wird mit 1, das zu a € K* inverse Element mit a7 
oder 1/a bezeichnet. Man schreibt b/a = a~'b = ba™'.) 


1 


K3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir a,b,c € K ist 
a-(b+c)=a-b+a:c und (a+b)-c=a-c+b-c. 


Bemerkung. In einem Korper K gelten die folgenden weiteren Rechenregeln 
(dabei sind a, b,x, x € K beliebig): 


a) 1 £0 (also hat ein Korper mindestens zwei Elemente). 
b) Ona =a -0'— 0! 

C) a= =0'— a = Oioder b:= 0. 

d) a(—b) = —(ab) und (—a)(—b) = ab. 

€) Xi a= sand a. A0.—. x = x. 


Beweis. a) ist ganz klar, denn 1 € K*, aber 0 ¢ K*. b) sieht man wie in 1.3.1. 
Die Nullteilerfreiheit c) ist in K2 enthalten. d) folgt aus 


ab + (—a)b = (a+(—a))b=0-b=0 und 
(—a)(—b) = —((—a)b) = —(—ab) = ab nach 1.2.3, Bem. c). 
Die Kiirzungsregel e) gilt in K*, also im Fall x, x € K*. Ist x = 0, so muB auch 
% —\O0;alson— sein. Oo 
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1.3.4. Beispiele fiir Korper. a) Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zah- 
len IR sind Korper. Das lernt man in der Analysis (vgl. etwa [Fol], §2). 


b) Zur Konstruktion der komplexen Zahlen C fiihrt man in der reellen Ebene 
R x R eine Addition und Multiplikation ein. Die naheliegende Frage, warum 
das im IR" mit n > 2 nicht mehr so geht, wird in [Z] behandelt. 
Durch einfaches Nachpriifen der K6rperaxiome beweist man: 
R x R= {(a,b): a,b € R} 
zusammen mit der durch 
(a,b) + (a’,b’) :=(a+a',b+D’) 
definierten Addition und der durch 
(a, b) - (a’, b') := (aa' — bb’, ab’ +.a’'b) 
definierten Multiplikation ist ein Korper mit (0,0) als neutralem Element der 


Addition, (—a, —b) als Negativem von (a, b), (1,0) als neutralem Element der 
Multiplikation und 


a —b 
,b “le | 
(4:2) Ga arn) 


als multiplikativem Inversen. 

Wir nennen R x R mit diesen Verkniipfungen den Kérper der komplexen Zah- 
len und bezeichnen ihn mit C. 

Die Abbildung 


R-o-RxR=C, araa,0), 
ist injektiv. Da 
(a, 0) + (a’, 0) 
(a, 0) ‘ (a's 0) 
gilt, braucht man zwischen R und 
R x {0} = {((a,b) € C: b=0} 
auch hinsichtlich Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden. Man 
kann also R mit R x {0}, d.-h. a mit (a, 0) ,,identifizieren“ und R als Teilmenge 
von C betrachten. 
Dies wird noch einleuchtender durch folgende tibliche Konventionen. Man 
definiert i := (0, 1) als imagindre Einheit. Dann ist i? = —1, und fir jedes 
(a, b) € C gilt 


(a+a’,0) und 
(a-a',0) 


ll 


ll 


(a, b) = (a,0) + (0, b) =a+bi. 
Fiir A = (a,b) = a+ bi € Cnennt man red := a € R den Realteil und 
imA := b € R den Imagindarteil, 
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A:=a—bieC 
hei®t die zu A konjugiert komplexe Zahl. 


Fir die komplexe Konjugation gelten folgende, ganz einfach nachzuweisen- 
de Regeln: Fiir alle A, w € C ist 


ee 

eal 
>> 
ie ze 


DafirA=a+bieC 
A-A=(at+bi)-(a—bi)=a° +h’ ER,, 
kann man den Absolutbetrag 
ie V/A s/o? be 
definieren. Wie man leicht nachrechnet, ist fiir alle A, « € C 
|A+ | < |A|+ |u| Dreiecksungleichung und |A-pu|=|A|- |p]. 
Vorsicht! Die in R vorhandene <-Relation la8t sich nicht in sinnvoller Weise 


auf C fortsetzen. Fiir komplexe Zahlen kann man daher i.a. nur die Absolutbe- 
trage vergleichen, d.h. fiir A,  € C ist 


Al < |u| oder |u| <|Al. 


Bild 1.4 


Wir wollen noch eine geometrische Beschreibung von Addition und Multipli- 
kation komplexer Zahlen geben. Die Addition entspricht der Addition von Vek- 
toren im R? (Bild 1.5, vgl. auch Bild 0.1). Ist A eine von Null verschiedene kom- 


1 
plexe Zahl und 1’ = nm -A, so ist |A’| = 1. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes 


a € [0, 27[, so daB , we i 
4’ =cosa +i-sina =e", 


wie man in der Analysis lernt. 
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Man nennt arg A := a das Argument von i, und es ist 
A=|Al-ei™B?. 
Ist 2 = || - e'78 eine weitere von Null verschiedene komplexe Zahl, so ist 
Loe = [Al? [al See" = 0) eee 


Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden also die Absolutbetrage mul- 
tipliziert und die Argumente addiert (Bild 1.5). 


aim aim 
Lt C 
Apu 
ji B 
a+ 6B 
A 
C A]. 2 er Fe 
Bild 1.5 


c) Wie wir gesehen haben, gibt es in jedem KOrper zwei verschiedene Elemente 
0 und 1. Daraus kann man schon einen Korper machen, indem man in 
K = {0, 1} Addition und Multiplikation einftihrt durch die Tafeln 


Offensichtlich ist das auch die einzige Moglichkeit, als Ring war dieser Korper 
schon in 1.3.1 in der Form Z/2Z aufgetreten. Diese Verkniipfungen kann man 
elektronisch leicht realisieren, daher ist dieser Korper der elementare Baustein 
aller Computer. 


d) In 1.3.3 hatten wir fiir jedes m © N \ {0} den Restklassenring Z/mZ ein- 
gefthrt und bewiesen, daf er genau dann nullteilerfrei ist, wenn m eine Prim- 
zahl ist. Dies ist also eine notwendige Bedingung dafiir, ein Korper zu sein. Dab 
es auch hinreichend ist, folgt aus der etwas allgemeineren 


Bemerkung. Fin nullteilerfreier, kommutativer Ring K mit endlich vielen Ele- 
menten und Eins ist ein Korper. 
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Beweis. Nach 1.2.4 geniigt es, fiir jedes a € K* zu zeigen, daB die Multiplika- 
tion 
LONE CRN Roe ae 
eine surjektive Abbildung ist. Wenn K und damit auch K* endlich ist, geniigt 
dafiir die Injektivitat (vgl. 1.1.4). Die ist aber klar, denn fiir x 4 x unda-x = 
a-x wiirde 
a(x —x)=0 und a#0, x-x40 
gelten. Oo 
Im Ring Z gilt fiir jedes n € N mitn > 1 
ok Sey yo a pleies Oe 
— 

n—mal 

In Z/mZ mit m > 1 ist die Restklasse 1 das Einselement, es gilt 
Rite i. .tl=1+...4-l=m=0. 
— 
m—mal 

Das zeigt einen grundlegenden Unterschied zwischen den beiden Ringen Z und 
Z/mZ und motiviert die 


Definition. Ist R ein Ring mit Einselement 1, so ist seine Charakteristik erklart 
durch 
0, fallsn-1+Ofirallen >1, 


min {n € Nx {0}: n-1=0} sonst. 


char (R) := | 


Lemma. Ist K ein K6rper, so ist char (K) entweder Null oder eine Primzahl. 
Beweis. Angenommen, char (K) =m=k-£A#Omit1 <k,£<m. Aus 
=m) =(k-o)- l= kK: 1) 1) 


folgt wegen der Nullteilerfreiheit k - 1 = 0 oder €- 1 = 0 im Widerspruch zur 
Minimalitat von m. a 


Ist p eine Primzahl, so nennt man Z/pZ den Primkérper der Charakteristik p. 
In der Algebra lernt man, da8 es zu jedem endlichen Korper K eine Primzahl 
p gibt derart, daB Z/pZ Unterkorper von K ist, und die Anzahl der Elemente 
von K eine Potenz von p ist. 


1.3.5. Spatestens bei der Suche nach Eigenwerten in Kapitel 4 wird es sich nicht 
mehr vermeiden lassen, Polynome beliebigen Grades zu Hilfe zu nehmen. Weil 
es von der Systematik pat, wollen wir die dann bendtigten Tatsachen schon 
hier zusammenstellen. 
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Wir nehmen einen Korper K und eine Unbestimmte t. Eine Unbestimmte soll 
dabei einfach ein Buchstabe sein, fiir den man alles einsetzen darf, was sinnvoll 
ist (das kann man praziser formulieren, aber damit wollen wir uns hier nicht 
aufhalten, vgl. [F-S]). Ein Polynom mit Koeffizienten in K (oder Polynom iiber 
K) ist dann ein formaler Ausdruck der Gestalt 

f(t) =ao+ait+...+a,t", 


wobei do, ..., G, € K. Meist schreibt man statt f(t) nur f. Mit K[t] bezeich- 
nen wir die Menge all solcher Polynome. Sind alle Koeffizienten a, = 0, so 
spricht man vom Nullpolynom und schreibt f = 0. Der Grad von f ist erklart 


als 


—oo, falls f =0, 
desajae— 
max{v € N: a, #0}, _ sonst. 


SchlieBlich heiBt f normiert, wenn a, = 1. 
Das nachstliegende, was man fiir die Unbestimmte t einsetzen kann, sind Ele- 
mente aus K. Ist A € K, so ist auch 


fA) :=ataAt...t+a,r" EK, 

aus dem Polynom f erhalt man also eine Abbildung 
(2K Shape ee 

insgesamt also (mit der Notation aus 1.1.3) eine Abbildung 

“2K [th Abb(K1 yee 
Die etwas pedantische Unterscheidung von f und f ist leider nétig, wenn man 
sich einmal mit endlichen K6rpern eingelassen hat. 
Beispiel. Ist K = {0, 1} der KOrper mit zwei Elementen aus 1.3.4 und 

f=?+t, soist f0)=0+0=0 und f(l)=141=0, 


also f die Nullabbildung, obwohl f #4 0, weil a; = a) = 1. Die obige Abbil- 
dung ist also nicht injektiv. 


1.3.6. Die Menge K [t] hat viel Struktur, insbesondere eine natiirliche Addition 
und Multiplikation. Dazu nehmen wir f, g € K[t]. Ist 


f=atat+...+a,t", gH=botbhtt...+ byt", 


so konnen wir zur Definition der Addition m = n annehmen (ist etwam < n, 
so setze man b,,4; =... = b, = 0). Dann ist 


f +g := (ao + bo) + (a4, + b))t+...+(G +b,)t". 
Die Multiplikation ist dadurch erklart, da8 man formal ausmultipliziert, also 
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fire =o C10 + Eat Omit c= +3 a;b;. 


i+j=k 
Insbesondere ist 
Co = agbo, 
Cy = aod; + a,b, 
Q = Agb> + a,b; + abo, 
Chim = anOn . 


Ist f -g =h,sonennt man f und g Teiler von h. 


Bemerkung. /st K ein K6rper, so ist die Menge K [t] der Polynome iiber K zu- 
sammen mit den oben definierten Verkniipfungen ein kommutativer Ring. Weiter 
gilt 

deg(f - g) = deg f + deg g 
fir f, g € K[t]. Dabei soll formal n — co = —co +m = —co + (—00) = —0o 
sein. 


Man nennt K[t] den Polynomring iiber K. 


Beweis. Der Nachweis der Axiome erfordert nur geduldiges Rechnen. Die Aus- 
sage tiber den Grad folgt aus a,b, 4 0, falls an, by, 4 0. Oo 


Es sei angemerkt, da8 man analog fiir einen kommutativen Ring R einen kom- 
mutativen Polynomring R[t] erhalt. Die Aussage tiber den Grad des Produkt- 
polynoms gilt nur iiber einem nullteilerfreien Ring. 


1.3.7. Der Mangel eines Ringes gegentiber einem KOrper ist der, dag man im 
allgemeinen nicht dividieren kann. Bei ganzen Zahlen hat man als Ersatz eine 
Division mit Rest (vgl. 1.2.7), die ganz analog auch fiir Polynome erklart werden 
kann. 


Satz. Sind f,g € K[t], und ist g 4 0, so gibt es dazu eindeutig bestimmte 
Polynome q,r € K[t] derart, daB 


f=q:gtr und degr <degg. 


Man kann die Beziehung auch in der nicht ohne weiteres erlaubten, aber sehr 
suggestiven Form f 


, 
& & 
schreiben. Der Buchstabe gq steht fiir ,, Quotient", r fiir ,,Rest*. 
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Beweis. Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit. Seien g, r, q’, r’ € K[t] mit 
f=q:getr=q'-gtr', wobei degr,degr’ < degg. 
Durch Subtraktion folgt 
0=@-q)-:gt+(r—r), also q-q')-g=r-r. (*) 
Da zwei gleiche Polynome gleichen Grad haben, folgt aus g 4 q’ wegen g #4 0 
deg(r’ — r) = deg(q — q’) + deg g > degg, 

was nicht sein kann. Also ist g = q’, und aus (x) folgt auch r = r’. 

Zum Beweis der Existenz von g und r geben wir ein Verfahren an, mit dem 


man diese Polynome schrittweise berechnen kann. Dazu schreibt man die Po- 
lynome am besten nach fallenden Potenzen, also 


f=at'+...t¢at+ao, g=bnt" +... +b, t+)ho, 
wobei a,, by, # 0. Istn < m,so kann man gq = Oundr = f wahlen, denn 
f=0-g+f und deg f <degg. 
Im Fall n > m teilt man zunachst die hochsten Terme von f und g, das ergibt 


an 


q ‘= 5 Ma 
bin 
als héchsten Term von q. Im nachsten Schritt betrachtet man 
fit=f—aqi-g. 


Nach Definition ist deg f, < deg f. Ist deg f, < m, so kann man q = q, und 
r = fy) setzen. Andernfalls wiederholt man den ersten Schritt mit f, statt f, 
d.h. man erhalt den nachsten Term gz von g und 
foi=fi-q@-g mit deg f, < deg f,. 
Da die Grade der f; bei jedem Schritt um mindestens eins abnehmen, erhalt man 
schlieBlich ein k < n — m, so daB fiir 
Se := fe-1 -—% +8 erstmals deg f, < degg, 


und damit bricht das Verfahren ab: Setzt man die Gleichungen ineinander ein, 
so ergibt sich 


fH=qgth=Q+osth=...-=Qt-.-+Wsat hk 
also ist eine Losung unseres Problems gegeben durch 
V=GQ+tu-+Q und rise Oo 


Da bei der Konstruktion von g immer nur durch b,, dividiert wird, kann man 
im Fall b,, = 1 den Korper K durch einen Ring ersetzen. 
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Beispiel. Sei K = R, f = 307+ 2t +1, g = 1? — 41. 
Die Rechnung verlauft nach folgendem Schema: 


(323 +2t+1) :(t?7—4t) =3¢+ 124 (50 4+ 1): (#2 — 42) 
—323 +127? 
1277 4+2r+1 
—1212 +48r 
50t + 1 


Es ist also g = 3t¢ + 12 undr = 50r + 1. 


1.3.8. Nach diesen formalen Vorbereitungen kommen wir nun zum eigentlichen 
Thema, namlich der Frage nach der Existenz von Nullstellen (d.h. 4 € K mit 
f (A) = 0) bei Polynomen. Darauf kann man namlich viele andere Fragen zu- 
riickfiihren, etwa in Kapitel 4 die Frage nach der Existenz von Eigenwerten. 
Neben der reinen Existenzfrage ist es fiir die Praxis wichtig, Verfahren fiir die 
naherungsweise Berechnung von Nullstellen zu haben. Das lernt man in der nu- 
merischen Mathematik (vgl. etwa [O)). 


Beispiele. a) Ist K = Rund f = ¢? + 1, soist f(A) > 1 fiiralle A € R. Also 
gibt es keine Nullstelle. 


b) Ist K = {ap, aj, ..., @,} ein endlicher Korper und 
fee do) 2 (C — a) +1, 
so ist f(A) = 1 fiir alle X € K, also hat f keine Nullstelle. 


Zum Gliick sind diese beiden Beispiele von ausgewahlter Bosheit; im allgemei- 
nen hat man doch etwas mehr Chancen, eine Nullstelle zu finden. Hat man eine 
gefunden, so gentigt es zur Suche nach weiteren, ein Polynom von kleinerem 
Grad zu betrachten: 


Lemma. Ist X € K eine Nullstelle von f € K[t], so gibt es ein eindeutig be- 
stimmtes g € K[t] mit folgenden Eigenschaften: 


I) f=(-A)-8. 
2) deg g = (deg f) — 1. 
Beweis. Wir dividieren f durch (t —A) mit Rest; es gibt also eindeutig bestimm- 
te g,r € K[t] mit 
f=(t-Agtr und degr < deg(t—dA)=1. 
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Also ist r = ap mit ag € K. Aus f (A) = 0 folgt durch Einsetzen von > 
0=(Q-—A)-gQ)+r=0+a, 
also ist dj = r = 0, und 1) ist bewiesen. Wegen 
deg f = deg(t — A) + deg g = 1+ degg 
folgt 2). Oo 
Korollar 1. Sei K ein beliebiger Korper, f € K[t] ein Polynom und k die An- 
zahl der Nullstellen von f. Ist f vom Nullpolynom verschieden, so gilt 
kedes) je 


Beweis. Wir fiihren Induktion tiber den Grad von f. Fiir deg f = O ist 
f = a # Oein konstantes Polynom. Dieses hat gar keine Nullstelle, also ist 
unsere Behauptung richtig. 

Sei deg f =n > 1, und sei die Aussage schon fiir alle Polynome g € K[t] 
mit deg g < n — 1 bewiesen. Wenn f keine Nullstelle hat, ist die Behauptung 
richtig. Ist} € K eine Nullstelle, so gibt es nach dem Lemma ein g € K[t] mit 


f=(t-—-A)-g und degg=n-1. 


Alle von A verschiedenen Nullstellen von f miissen auch Nullstellen von g sein. 
Ist / die Anzahl der Nullstellen von g, so ist nach Induktionsannahme 


Il<n-1, also k<l4+1<n. oO 


Korollar 2. Ist K unendlich, so ist die Abbildung 
“: K[t]> Abb(K, K), fr f, 
injektiv. 
Beweis. Seien f, fp € K[t] und g := fp — fy. Ist fj = fy, so folgt g = 0, 


d.h. g(A) = 0 fiir alle A € K. Also hat g unendlich viele Nullstellen, und aus 
Korollar 1 folgt g = 0, somit ist f; = fo. oO 


Ist A Nullstelle von f, also f = (t — A) - g, so kann A auch Nullstelle von g 
sein. Man spricht dann von einer mehrfachen Nullstelle. 


Definition. Ist f € K[t] vom Nullpolynom verschieden und A € K, so heift 
u(f; A) :=max{reN: f=(t—-A)’-g mit ge K[t]} 
die Vielfachheit der Nullstelle X von f. 
Nach dem Lemma gilt u(f; A) =0 = f(A) £0. Ist 
f=@-A)!-g mit r=p(f;d), 
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so folgt g(A) # 0. Die Vielfachheit der Nullstelle A gibt also an, wie oft der 
Linearfaktor (t — d) in f enthalten ist. 
Ist K = R oder C, so kann man die Vielfachheit der Nullstelle mit den r-ten 
Ableitungen f“ von f in Beziehung bringen. Es gilt 
pfs) = max{r e N: f() = fA) =... = f 0) =9}, 
wie man leicht nachrechnet. 


1.3.9. Sind 4,,...,4% © K die verschiedenen Nullstellen eines Polynoms 
f € K{t], und ist r; = w(f; Ai), so ist 
Pee Ay) 2. 2-(6 —A;,) > gi, 


wobei g ein Polynom vom Grad n — (r; + ... + r,) ohne Nullstellen ist. Der 
schlimmste Fall ist g = f, der beste deg g = 0, d-h. f zerfaillt in Linearfakto- 
ren. Die wichtigste Existenzaussage fiir Nullstellen von Polynomen macht der 
sogenannte 


Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom f € C[t] mit deg f > 0 hat 
mindestens eine Nullstelle. 


Dieser Satz wurde von C.F. GAUSS erstmals 1799 bewiesen. Es gibt dafiir sehr 
viele Beweise, die aber alle Hilfsmittel aus der Analysis benutzen, denn C ent- 
steht aus R, und die reellen Zahlen sind ein Produkt der Analysis. Der wohl 
ktirzeste Beweis verwendet Hilfsmittel aus der Theorie der holomorphen Funk- 
tionen (vgl. etwa [F-L]). 
Hat f € C[t] eine Nullstelle 2, so kann man sie herausdividieren, also 
f=(t—-A)-8 
schreiben. Ist deg g > 0, so hat auch g eine komplexe Nullstelle, und indem 


man das Verfahren so lange wiederholt, bis das verbleibende Polynom den Grad 
Null hat, ergibt sich das 


Korollar. Jedes Polynom f € C[t] zerfallt in Linearfaktoren, d.h. es gibt a und 
Ai, ---, An € C mitn = deg f, so dap 


f =a —A))-...° (6 = An). 
1.3.10. Nun wollen wir aus dem Fundamentalsatz der Algebra Aussagen tiber 


die Nullstellen reeller Polynome folgern. Dazu betrachten wir R als Teilmenge 
von C (vgl. 1.3.4). Dann ist auch R[t] Teilmenge von C[f]. 
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Lemma. /st f € R[t] und Xd € C eine Nullstelle von f, so ist auch die konju- 
giert komplexe Zahl X € C eine Nullstelle von f. Es gilt sogar 


Ch hy = ee 


Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten liegen al- 
so symmetrisch zur reellen Achse. 


Beweis. Ist ; 
f=at+at+...+a,t’, 

so ist wegen dy) = do,...,@, = G@, nach den Rechenregeln fiir die komplexe 

Konjugation 


fQ) =a) +a A+...+4, (A) =A +a A+... +a,a" = f@)=0=0. 


4im 


Bild 1.6 


Also ist auch A Nullstelle von f. Um die Vielfachheiten von d und 4 zu verglei- 
chen, geniigt es fiir jedes k e N 


Mfpryek Safa yee 


zu beweisen. Fiir A = 2 ist die Aussage trivial. Fiir 1 # 2 verwenden wir den 
folgenden 


Hilfssatz. Sei f € R[t] und € C eine nicht reelle Nullstelle von f, sowie 
g i= (t—A)(t — A) € C[t]. Dann gilt: 


1) g € R[t]. 
2) Es gibt eing € R[t] mit f=g8-q. 
Nun geniigt es, durch Induktion tiber k aus jx(f; A) => k die Existenz eines Po- 


lynoms f, € R[t] mit 
fe By 


zu folgern. Dabei ist g wie im Hilfssatz erklart. 


1.3 Ringe, K6rper und Polynome 65 


Fir k = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also die Aussage fiir k > 0 bewiesen 
und u(f;A) > k +1. Dann ist f = g*- f,, und es mu® f,(A) = 0 sein; aus 
dem Hilfssatz folgt die Existenz eines f,,, € R[t] mit 

fee fri, alsoist f=—e*t'. fii. 
Es bleibt der Hilfssatz zu beweisen. Dazu setzen wir 
A=a+ip mit a,BeR. 
Dann ist 
g=(t—A)(@¢t—A) = (t —a — if)(t —a + if) = t? —2at +074 fp? € Rit]. 
Durch Division mit Rest in R[t] erhalt man gq, r € R[t] mit 
f=g-q+r und degr < (degg)—1=1. 


Diese Gleichung gilt selbstverstandlich auch in C[t]. Durch Einsetzen von A 
und A folgt ns 

AC) Sie C= Or 
Nach Korollar 1 aus 1.3.8 folgt r = 0 wegen A # 2X. Damit ist der Hilfssatz und 
auch das Lemma bewiesen. oO 


Nun wenden wir auf ein Polynom f € R[t] den Fundamentalsatz der Algebra 
an. Danach gibt es a, dj, ..., An € C, so daB 


f =a(t —A))-...- (6 — An). 
Da a der hochste Koeffizient ist, gilta € R. 

Seien d,,..., Ax € Rund dy41,...,A, € C. Nach dem Lemma ist n — k, 
d.h. die mit Vielfachheit gezahlte Anzahl der nicht reellen Nullstellen, gerade, 
und durch Umnumerierung kann man erreichen, daB 

eee iin Mee A 


gilt. Jedes Paar A, A konjugiert komplexer Nullstellen mit 1 = a +if kann man 
also (wie wir im Hilfssatz gesehen haben) zu einem normierten quadratischen 


Faktor = 
g =(t —A)(t —A) = 2? — 2at + (a? + B’) € Rit] 


zusammenfassen. g hat keine reelle Nullstelle, was man auch an der Diskrimi- 
nante ablesen kann: 


4a? — 4(a” + B*) = —4B’ <0. 


Damit ist folgendes Ergebnis bewiesen: 
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Theorem. Jedes Polynom f € R[t] mit deg f = n > 1 gestattet eine Zerle- 


gung 

f =a@ =): .-.- (C= 4, 2 Sic eee 
wobei a, A\,..., A, reell sind, mita # 0, und gi,..., 8m € Rt] normierte 
Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen sind. Insbesondere istn = r+2m. 


Korollar. Jedes Polynom f € R[t] von ungeradem Grad hat mindestens eine 
reelle Nullstelle. 


Dies folgt sofort aus der Gleichung n = r + 2m. Natiirlich kann man die Aus- 
sage des Korollars mit Hilfe des Zwischenwertsatzes viel einfacher direkt be- 
weisen. 

Es sei erwahnt, da8B man den Fundamentalsatz der Algebra ohne weitere 
Hilfsmittel der Analysis aus diesem Korollar ableiten kann (vgl. etwa [F-S]). 

Der Fundamentalsatz der Algebra ist eine reine Existenzaussage, d.h. man 
erhalt daraus kein Verfahren zur praktischen Bestimmung der Nullstellen. Fiir 
ein Polynom 3 
at’ +bt+c éCf[t] 


vom Grad 2 kann man die Nullstelle nach der Formel 


—b+/b2 —4ac 
2a 


berechnen. Etwas kompliziertere Formeln dieser Art gibt es auch fiir die Null- 
stellen von Polynomen vom Grad 3 und 4. 

Wie erstmals N.H. ABEL im Jahre 1826 zeigte, kann es solche allgemeine 
Formeln fiir Polynome vom Grad groBer als 4 aus algebraischen Griinden nicht 
geben. Man ist daher weitgehend auf Naherungsverfahren zur Approximation 
der Nullstellen angewiesen. 


1.3.11. Wie gerade erlautert, gibt es keine allgemein giiltige Formel zur Berech- 
nung der Nullstellen eines Polynoms aus den Koeffizienten. Die umgekehrte 
Aufgabe ist jedoch ganz einfach: Ist f € K[t] und 

fQ=t" +0,3t" +... + ait +0 = (¢ — 2) ee es 


d.h. zerfallt f in Linearfaktoren, so folgt durch ausmultiplizieren der rechten 
Seite 


Ci te SOM egonn Ors 

Oye =. (—1)"| Aner. Bi Ag Ag . eg i, 
An2 = Midd +... te Ayn He AQA3 «NA eet eae 
Qn) = —(A, +...+d,). 
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Um das formal besser aufschreiben zu konnen, definieren wir fiirk = 1,...,n 
die elementarsymmetrischen Funktionen 


BS MiGhs encAn) c= SS irae er 
1 <i) <...<ip<n 
Die Summe hat so viele Summanden, wie es Moglichkeiten gibt, k verschiedene 
Indizes i,,...,i, € {1,...,n} auszuwahlen, also ) Summanden. Fiir die 
Koeffizienten von f gilt dann 
Oy (= 1) SOG. 5 An): 


Diese Aussage nennt man den Wurzelsatz von VIETA. Man kann ihn anwen- 
den bei einem Problem, das spater (vgl. 5.7.3) auftreten wird: manchmal ist es 
gar nicht wichtig, die Nullstellen eines Polynoms genau zu berechnen; es kann 
geniigen, im reellen Fall die Vorzeichen zu kennen. 


Bemerkung. Angenommen, das reelle Polynom f (t) = t"+a,_\t"~'!+...+a 
zerfallt in reelle Linearfaktoren. Sind alle Nullstellen positiv, so gilt 


; positiv fiir gerades j, 
>; 1st ; 
negativ fiir ungerades j . 
Sind alle Nullstellen negativ, so ist a, > 0 fiirk =0,...,n—1. Oo 


Diese Beobachtung legt es nahe, ftir ein beliebiges reelles Polynom die Vorzei- 
chen der Koeffizienten zu betrachten. Man erklart fiir a € R 


+ fir a>O, 
o(a):=%;{ — fir a<0O, 
ae Hie” ORE (0), 


Fiir einen verschwindenden Koeffizienten darf man also nach Belieben + oder 
— setzen. Zum Polynom 

f@) =aqt" + GT fae sagt a le 
hat man die Zeichenkette 


(9 (On), © (An-1), ---» 7(H1), F(@o)) « (*) 


Beim Ubergang von o (a) zu o (a,_;) gibt es entweder eine Zeichenfolge oder 
einen Zeichenwechsel. Es sei 


K(f) 
e(f) 


Zeichenfolgen ' 
:= Anzahl der eee in (*). 
Zeichenwechsel 
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Offensichtlich ist stets k(f) + €(f) = n. Es gilt die nicht nur auf den ersten 
Blick sehr verwunderliche 


Vorzeichenregel von DESCARTES. Gegeben sei ein reelles Polynom 
f@) =ant” +... +a)t +a 
mit A, # O und ao # 0. Sei 


negativen 


k 
i | := Anzahl der | | reellen Nullstellen von f . 


positiven 
Dann gilt: k < k(f), € < &(f), und die Differenzen k(f) — k, €(f) — & sind 
gerade. 


Man beachte dabei, da die Nullstellen mit der in 1.3.8 erklarten Vielfachheit 
zu zahlen sind. Die Voraussetzung a 4 O bedeutet, daB 0 keine Nullstelle von 
if sists 

Dak+€<n=k(f)+2(f), folgt das 


Korollar. Hat das reelle Polynom f (t) vom Grad n insgesamt n reelle Nullstel- 
len £ 0, so gilt 
k(f) 
£(f) 


negativen 


positiven 


= Anzahl der | Nullstellen von f . oO 


Einen Beweis der Zeichenregel und ihre Verallgemeinerung zur Abschatzung 
der Anzahl der Nullstellen in einem vorgegebenen Intervall mit Hilfe STURM- 
scher Ketten findet man in jedem guten Buch tiber numerische Mathematik (vgl. 
etwa [St], [Wi]). Es wiirde zuviel Aufwand bedeuten, ihn hier zu reproduzieren. 


Beispiel. Man tiberzeuge sich von der Giiltigkeit der Zeichenregel bei den Po- 
lynomen 
ePt+t1-2, 2P-1, P+et—-1, #4241, +1, 


wobei € wie immer klein und positiv ist. 


Aufgaben zu 1.3 
1. Bestimme (bis auf Isomorphie) alle Korper mit drei bzw. vier Elementen. 


2. K und K’ seien zwei Kérper und y: K — K’ ein Ringhomomorphismus. Zeige, 
daB g entweder injektiv oder der Nullhomomorphismus ist. 


3. Ist R ein Ring, M eine beliebige nichtleere Menge und S = Abb (M; R) die Menge 
aller Abbildungen von M nach R, so ist auf S durch 
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(f + g)(m) := f(m)+g(m), (f-g)(m) := f(m)-g(m), 


eine Addition und eine Multiplikation erklart. 

a) Zeige, da’ S auf diese Weise zu einem Ring wird. 

b) Ist S ein K6rper, falls R ein KOrper ist? 

4.* Sei p € N eine Primzahl undn € N\~ {0}. Zeige, da es einen K6rper mit p” 
Elementen gibt. 


5. Sei K’ ein K6rper und K ein Unterkérper von K’. 
Zeige: Sind f, g € K[t], q € K'[t] mit f = qg, so folgt bereits g € K[t]. 
6. Sei K ein Korper und x0, ..., Xn, Yo.---, Yn € K mit x; # x; fiir alle i # j. Zei- 
ge, dai es genau ein Polynom f € K[t] vom Grad < n gibt, so daB f(x;) = y; fiir 
O, sane 
Hinweis: Konstruiere zuerst Polynome g, € K[t] vom Grad < n mit 

1 Vftiree ou =k, 


0 fir itk. 


i= 


ak (xi) = 


7. Seien f, g € C[t] Polynome mit u(f,A) < u(g, A) fiir alle A € C. Zeige, daB 
dann f ein Teiler von g ist. Gilt diese Aussage auch in R[t]? 


8. Sei K ein Korper und ~: K[t] > Abb(K,K), f Ff, die Abbildung aus 
1.3.5, die jedem Polynom f die zugehérige Abbildung f zuordnet. Zeige, daB ~ sur- 
jektiv, aber nicht injektiv ist, falls der Korper K endlich ist. 


9. Analog zu 1.3.5 definiert man ein Polynom mit Koeffizienten tiber einem K6rper K 
inn Unbestimmten t,, ..., tn als einen formalen Ausdruck der Gestalt 
ei fs) = 6) Sy Givi tae Be 
O<i),...,4n<k 

wobeik € Nunda;,_;, € K. K[ti,...,t%,] bezeichne die Menge all solcher Polyno- 
me. Wie fiir Polynome in einer Unbestimmten kann auch in K[t), ..., t,] eine Addition 
und eine Multiplikation erklart werden. Sind f, g € K[t,..., t,], so erfolgt die Ad- 
dition von f und g koeffizientenweise und die Multiplikation wieder durch formales 
Ausmultiplizieren. 


a) Finde Formeln fiir die Addition und Multiplikation von Polynomen in K[t),..., tn] 
und zeige, daBK[t),..., t,] auf diese Weise zu einem nullteilerfreien, kommutati- 
ven Ring wird. 


Ein Polynom h € K[t), ..-, t,] \ {0} hei&t homogen (vom Grad d), falls 
h= > Cee CE 
ipt+...ti,=d 
b) Fiir ein homogenes Polynomh € K[t),..., t,] yom Grad d gilt: 


Bie An y—A-A(t,..-,t,) firalleaec K. 
c) Ist K unendlich und f € K[t),...,t,] ~ {0}, so folgt aus 
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fAty, e005 Ath) = Ao - fh... fa)” fiir alle er, 
da8 f homogen vom Grad d ist. 


d) Ist hy homogen von Grad d; und hz homogen vom Grad d), so ist hy - hz homogen 
vom Grad d; + do. 


10. Sei K ein Korper und K [t] der Polynomring in einer Unbestimmten. 
a) Zeige, da® in der Menge K[t] x (K[t] \ {0}) durch 
; (gh) ~ (8h) & gh =gh 
eine Aquivalenzrelation gegeben ist. 
K(t) sei die Menge der Aquivalenzklassen. Die zu (g, h) gehorige Aquivalenzklasse 
sei mit bezeichnet. Somit ist ze = & gh’ = eh. 
b) Zeige, dai in K (t) die Verkniipfungen 
ge ay Shit he 8 ee 
[Do TP hh’ 1 WOR he 
wohldefiniert sind (vgl. 1.2.7). 


c) Zeige schlieBlich, da& K (t) mit diesen Verkniipfungen zu einem Korper wird. 


Man nennt K (t) den K6rper der rationalen Funktionen. 


1.4 Vektorraume 


In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet K einen Korper. Wer die vorhergehenden De- 
finitionen tibersprungen hat, kann sich zunachst mit dem auferst wichtigen Spezialfall 
K = R begniigen. 


1.4.1. Bevor wir den allgemeinen Begriff des Vektorraums einfihren, einige 
Beispiele. a) Das Standardbeispiel ist der Standardraum 

K™ = {x =(Gagetet) sea ae 
Mit Hilfe der Addition und Multiplikation in K erhalt man zwei neue Verkniip- 
fungen 

+: K"xK"—>K", (x,y)'x+y, und 

KxK"—>K", (,x)PhA-x, 

durch 
(X15 6.5 Xn) Hie -s + Yn) = rE ines Sneed 

K(X 252, Xn) LON eee 
Zur voriibergehenden Unterscheidung sind die neuen Verkniipfungen mit + 
und - bezeichnet. In K wird die Addition durch + und die Multiplikation oh- 
ne Symbol ausgedriickt. Man beachte, da8 nur + eine Verkniipfung im Sinn 
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von 1.2.1 ist (solche Verkniipfungen nennt man manchmal auch innere im Ge- 
gensatz zur Guferen -). 


b) In der Menge M(m x n; K) der Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und Ein- 
tragen aus K kann man addieren und mit Skalaren multiplizieren: 

Ist A = (aj), B = (bi;) € M(m x n; K) undd € K, so sind 

A+B:= (ret Oi) und A-A:= (Aajj) € M(m x nN; K). 

Bei der Addition werden also die Eintrage an den entsprechenden Stellen ad- 
diert, bei Multiplikation mit A alle Eintrage gleich multipliziert. Bis auf die an- 
dere Art, die Eintrage aufzuschreiben, ist dieses Beispiel gleich K”” aus a). 
c) Im Korper C der komplexen Zahlen kann man mit reellen Zahlen multipli- 
zieren, das ergibt eine Abbildung 


RxC>C, (Q,a+ib)h ha+irb. 
d) Im Polynomring K [t] kann man neben Addition und Multiplikation von Po- 
lynomen eine weitere Multiplikation 
+: Kx K{t]> K[t], Q,f)pA-f, 
mit Elementen aus K erklaren durch 
A+ (€otayt+...+a,t") := dag + (Aay)t +...+ (Aa,)t”. 


e) Ist M eine beliebige Menge und 
V={f: M—> K}=Abb(M, kK) 
die Menge aller Abbildungen, so sind fiir f, g ¢ VundAe K 
ftgeV und A-fevV 
erklart durch 
(f +8)(x) = f(x) + a(x) und (A- f(x) :=Af(). 
Offensichtlich erhalt man im Spezialfall M = {1, ...,n} wieder das Standard- 
beispiel a). 


Als Extrakt aus diesen Beispielen fiihren wir nun den wichtigsten Begriff der 
linearen Algebra ein (zur Entstehung vgl. [Koe], Kap. 1, §2): 


Definition. Sei K ein Korper. Eine Menge V zusammen mit einer inneren Ver- 


knipfun, \ 
es +:VxV-V, (Q,w)hvudtw, 


(Addition genannt) und einer aueren Verkniipfung 
“KxVoV, Q,v)Phd)-0, 
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(Multiplikation mit Skalaren oder skalare Multiplikation genannt) heiB8t 
K-Vektorraum (oder Vektorraum tiber K), wenn folgendes gilt: 


V1 V zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Ele- 
ment heiBt Nullvektor, es wird mit O, und das Negative wird mit —v be- 
zeichnet). 


V2 Die Multiplikation mit Skalaren muf in folgender Weise mit den anderen 
Verkniipfungen vertraglich sein: 


(A+pm)-v=A-vtpm-v, A-(V+w)=A-v+t)A-wW, 
A-(u-v)=(Apu)-v, l-v=v, 
fiir alleA, ue K undv,weV. 


Man beachte, daB, wie in Beispiel a) erlautert, die Mele nS in K und V 
voriibergehend verschieden bezeichnet werden. 

Durch Einsetzen der Definitionen und elementarste Rechnungen sieht man, 
da in den obigen Beispielen a) bis e) die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Dabei 
ist in Beispiel a) der Nullvektor gegeben durch O= (0, ... , 0) und das Negative 
durch 

= (High) Xp) = eee ee 


In Beispiel c) wird C zu einem R-Vektorraum. 


Bemerkung. Jn einem K-Vektorraum V hat man die folgenden weiteren Re- 


chenregeln: 

i) oD = (0) 

b)r.0= 0. 

GC) Aa = OX = Oloderv) =" 0! 
da) (-1)-v=-v. 


Beweis. a)0-v =(0+0)-v=0-v+0-v. 
b)A-O=A-(0+40) =A-0 + 2-0. 
c) Ist} - v = O, aber A + 0, so folgt 

v=l-v= (ATA). v=’) + (0) =e 
d)v+(-1)-v=1-v4+(-1)-v=(1-1)-v=0-0=0. ‘ 
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Die Axiome und die daraus abgeleiteten Regeln zeigen insbesondere, da es 
vollig ungefahrlich ist, wenn man die Verkniipfungen in K und V gleich be- 
zeichnet und auch den Nullvektor 0 abmagert zu 0. Das wollen wir ab sofort 
tun. Was gemeint ist, wird jeweils aus dem Zusammenhang klar werden. 


1.4.2. In Kapitel 0 hatten wir homogene lineare Gleichungssysteme der Form 
A-x = O mit reellen Koeffizienten betrachtet. Die Losungen sind Teilmen- 
gen W C R’, ihre prazise Beschreibung ist unser Ziel. Schliissel dafiir ist die 
Beobachtung, daf W von R” eine Vektorraumstruktur erbt. Allgemeiner ist die 
Frage, wann das fir eine Teilmenge W C V eines Vektorraumes der Fall ist. 


Definition. Sei V ein K-Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W heiBt 
Untervektorraum von V, falls folgendes gilt: 


UV1 WZ. 


UW2v,weWsaviweWw 
(d.h. W ist abgeschlossen gegeniiber der Addition). 


UV3 ve W,AcCK>dAvVEW 
(d.h. W ist abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation mit Skalaren). 


Beispiele. a) In V = R? betrachten wir die Teilmengen 


W, = {0}, 

Wr. = {(x1,%2) € R*: ax; +anx. = bd}, 
W; = {(x1, x2) € R’: xe + x3 elie 

We = {(t1,%2) € R: x1 20, 20}, 
Ws = {(%1, x2) € Re x0}. 


Der Leser priife die Bedingungen UV2 und UV3 nach. Nur fiir W, und W2 mit 
b = O sind beide erfillt. 


b) Ist A eine reelle m x n-Matrix, so ist die Lésungsmenge 
W := {x € R"®: Ax =0} 

des zugehGrigen homogenen linearen Gleichungssystems (vgl. 0.4.2) ein Un- 
tervektorraum des IR”. Das rechnet man ganz leicht nach. 
c) Im Vektorraum V = Abb(R, R) (vgl. 1.4.1, Beispiel e)) hat man die Unter- 
vektorraume 

R[t]a C R{[t] c DCR, R) C C(R, R) Cc Abb(R, R) 
der Polynome vom Grad < d, aller Polynome, der differenzierbaren Funktionen 
und der stetigen Funktionen. 
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1.4.3. Aus den Eigenschaften.UV2 und UV3 folgt, da Addition und Multipli- 
kation mit Skalaren von V auf W induziert werden. 


Satz. Ein Untervektorraum W C V ist zusammen mit der induzierten Addition 
und Multiplikation mit Skalaren wieder ein Vektorraum. 


Mit Hilfe dieses Satzes kann man sich in vielen Fallen (etwa Beispiel b) und c) 
aus 1.4.2) den langweiligen Nachweis aller Vektorraumaxiome fiir W sparen, 
wenn man das ein fiir alle mal schon in einem groferen V getan hatte. 


Beweis. Die Eigenschaften V2 sowie Kommutativ- und Assoziativgesetz der 
Addition gelten in W, da sie in V gelten. Der Nullvektor 0 liegt in W, da wegen 
UVleinv € W existiert, woraus 0 = 0-v € W mit UV3 folgt. Zu jedem v €¢ W 
ist wegen UV3 auch —v = (—1)- ve W. Oo 


Noch eine kleine Pflichttibung zur Erzeugung neuer Untervektorraume aus al- 
ten: 
Lemma. Sei V ein Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes 
i € I sei ein Untervektorraum W, gegeben. Dann ist der Durchschnitt 

W:=(\WicV 

tel 

wieder ein Untervektorraum. 
Beweis. Da 0 in allen W; enthalten ist, ist auchO € W, alsoW + @. Sind v, w € 
W, so sind v, w in allen W, enthalten. Da dann auch v + w in allen W; enthalten 
ist, ist v + w in W enthalten. Ganz analog beweist man, da% mit A € K und 
v € W auch Xv € W gilt. Oo 


Beispiel. Ist V = R[t] der Vektorraum aller reellen Polynome, J = N und 
Wz. := R[t]q der Untervektorraum der Polynome vom Grad < d, so ist 

() Wa = Wo = {0}. 

deN 
Vorsicht! Die Vereinigung von Untervektorraumen ist im allgemeinen kein Un- 
tervektorraum. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa zwei Geraden im 
R’). Es gilt sogar die 
Bemerkung. Sind W, W’ C V Untervektorrdume derart, daB W U W' Unter- 
vektorraum ist, so ist W C W' oder W' C W. 


Beweis. Angenommen, es ist W ¢ W’. Dannist W’ C W zu zeigen. Ist w’ € W’ 
und w € W~\ W’,sosind w, w’ € WUW’, also auch w+w’ € WUW’.w+w’ 
kann nicht Element von W’ sein, denn sonst wire w = w+w'—w’ € W’. Also 
ist w+ w’ € W und auch w’ = w+w’—we W. oO 
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1.4.4. Eine Teilmenge eines Vektorraumes, die kein Untervektorraum ist, kann 
man zu einem solchen abschliefen. Wie das geht, wird nun beschrieben. 

Wir betrachten eine noch etwas allgemeinere Situation, naémlich einen 
K-Vektorraum V und eine Familie (v;);-; von Vektoren v; € V (vgl. 1.1.6). Ist 
I = {1,...,r},so hat man Vektoren v;,..., v,. Ein uv € V hei®t Linearkombi- 
nation von vj,..., Vy, wennesA,,...,A, € K gibt, so daB 


Da O te a oA Ope 
Fir allgemeines J definiert man 
span x (Yj )ies 
als die Menge all der v € V, die sich aus einer (von v abhangigen) endlichen 
Teilfamilie von (v;);<; linear kombinieren lassen. Um das prazise aufschreiben 


zu konnen, bendtigt man Doppelindizes: Zu v € V muf es eine Zahl r € N 
sowie Indizes j;,..., 1, € J und Skalare 4,,..., A, geben, so daB 


DSM, gab so seen. © 


Man nennt span x(v;);-; den von der Familie aufgespannten (oder erzeugten) 
Raum. Ist J = Y, so setzt man 


span x (Uj )iey ‘= {0}. 


Fiir eine endliche Familie (v,, ..., v,) verwendet man oft die suggestivere No- 
tation 
Kv, +...+ Kv, := span x(vi,..., Ur) 
oeeVates Sibi A;,...,A, € K mit’ —=Ajv; +... + A;U;} 


Falls klar ist, welcher K6rper gemeint ist, schreibt man nur span statt span x. 


Bemerkung. Sei V ein K -Vektorraum und (v;)ic; eine Familie von Elementen 
aus V. Dann gilt: 


a) span (v;) C V ist Untervektorraum. 

b) Ist W Cc V Untervektorraum, und gilt vy; € W fir allei € I, so ist 
span (v;) C W. 

Kurz ausgedriickt: span (v;) ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle v; 

enthalt. 


Beweis. a) ist ganz klar. Sind alle v; in W enthaiten, so sind auch alle endlichen 
Linearkombinationen aus den v; in W enthalten, denn W ist Untervektorraum. 
Daraus folgt b). Oo 
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Ist M C V eine Teilmenge, so ist entsprechend span (M) erklart als die Men- 
ge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus M, und das ist der 
kleinste Untervektorraum mit 
M Cspan(M) CV. 

Es mag auf den ersten Blick nicht recht einleuchten, warum man bei der Er- 
zeugung eines Untervektorraumes allgemeiner von einer Familie von Vekto- 
ren ausgeht. Das hat den Vorteil, da es bei einer Familie (im Gegensatz zu ei- 
ner Menge) sinnvoll ist, wenn man sagt ,,ein Vektor kommt mehrfach vor". Ist 
I = {1,...,n}, so haben die Vektoren der Familie auSerdem eine natiirliche 
Reihenfolge. 


Beispiele. a) Sei V = R°. Sind v;, v. € R’, so ist span (v,) die Gerade durch 
0 und v;, wenn v; # 0. span (vy, v2) ist die Ebene durch 0, v, und v2, falls 
v2 ¢ span (v;). 
b) Im K” mit J = {1,..., n} erklaren wir fiir i € J 

ens= (OF O18 Ose Oe 
wobei die 1 an der i-ten Stelle steht. Dann ist span (e;);c, = K”. 
c) Ist V = K[t] der Polynomring, J = N und v, = f”, so ist 

span (v,),cN = K[t]. 


d) Betrachten wir in Beispiel a) aus 1.4.2 die W; mit j = 3,4,5, so ist 
span (W;) = R?. 


1.4.5. Ein Untervektorraum kann von sehr vielen verschiedenen Familien er- 
zeugt werden, und das kann mit unterschiedlicher Effizienz geschehen. Dazu 
betrachten wir die Beispiele aus 1.4.4. Bei b) ist die Situation optimal, denn es 
folst fir x = (Gj;....,%,) eK" und 
xeAje,+...+/,6,, dab Ap=x year 

Die Linearkombination ist also fiir jedes x eindeutig bestimmt, entsprechend in 
c). In den Beispielen aus d) hat man fiir jedes x € R? jeweils unendlich viele 
MOglichkeiten, es linear aus Elementen von W; zu kombinieren. 

Die Eindeutigkeit ist besonders einfach beim Nullvektor zu tiberpriifen. Bei 
beliebigen v;,..., v, hat man die triviale Linearkombination 

0=0v, +...+0v,. 


Gibt es eine andere Linearkombination des Nullvektors, so ist die Eindeutigkeit 
der Darstellung verletzt. Das motiviert die 
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Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie (v;,..., v,) von 
Vektoren aus V heiBt linear unabhdngig, falls gilt: SindA,,...,A, € K und ist 


AyUi +... +A,0, =i) 


so folgt 

Mr eee 0): 
Anders ausgedriickt bedeutet das, da8 sich der Nullvektor nur trivial aus den 
Vv, ..., U, linear kombinieren 1aB8t. 

Eine beliebige Familie (v;);-; von Vektoren aus V heiBt linear unabhdngig, 
falls jede endliche Teilfamilie linear unabhangig ist. 

Die Familie (v;);<; heiBt linear abhdngig, falls sie nicht linear unabhangig 
ist, d.h. falls es eine endliche Teilfamilie (v;,,..., v;,) undA),...,A, € K gibt, 
die nicht alle gleich Null sind, so da 

Ay Vi, eet ARUP =i) 
Zur Bequemlichkeit sagt man meist anstatt ,,die Familie (v,, ..., v,) von Vek- 
toren aus V ist linear (un-)abhangig“ einfacher ,,die Vektoren v),...,v, € V 
sind linear (un-)abhangig“. 

Es ist vorteilhaft, auch die leere Familie, die den Nullvektorraum aufspannt, 
linear unabhangig zu nennen. 


Die Definition der linearen Unabhangigkeit ist grundlegend fiir die ganze linea- 
re Algebra, aber man muB sich etwas daran gewohnen. Was sie geometrisch be- 
deutet, sieht man sehr gut an der Bedingung aus Aufgabe 1 zu 0.3 fiir zwei Vek- 
toren im R”. 

In der Definition der linearen Unabhangigkeit spielt der Nullvektor scheinbar 
eine besondere Rolle. Da dem nicht so ist, zeigt das 


Lemma. Fiir eine Familie (v;);<; von Vektoren eines K-Vektorraumes sind fol- 
gende Bedingungen dquivalent: 


i) (v;) ist linear unabhangig. 
ii) Jeder Vektor v € span (v;) laft sich in eindeutiger Weise aus Vektoren der 


Familie (v;) linear kombinieren. 


Beweis. ii) => i) ist klar, denn bei einer linear abhangigen Familie hat der Null- 
vektor verschiedene Darstellungen. 
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i) > ii): Sei ein v € span (v;) auf zwei Arten linear kombiniert, also 
v=) Av =>) me, (*) 
ie] iel 

wobei in beiden Summen jeweils nur endlich viele der Skalare 4; und yz; von 
Null verschieden sind. Es gibt also eine endliche Teilmenge J C J, so daf fiir 
jedes 4; # 0 oder yz; 4 O der Index in J enthalten ist. Aus (*) folgt dann 

xc! — Mi)y; =90, 

ie] 
und wegen der vorausgesetzten linearen Unabhangigkeit folgt A; = yy; fiir alle 
i € J und somit auch fiir alle i € J, da ja die restlichen A; und yz; ohnehin Null 
waren. Damit ist die Eindeutigkeit der Linearkombination bewiesen. Oo 
Beispiele. a) Im K” sind die Vektoren e,,..., e, linear unabhangig. 


b) Ist A = (ajj) € M(m x n; K) eine Matrix in Zeilenstufenform (vgl. 0.4.3), 
so sind die ersten r Zeilen v,,..., v, von A linear unabhangig. Ist namlich 


Aj, 
42 j2 


A= 0 
| Gy jy 


so folgt aus Ayv; +...+A,v, = O zunachst A,a);, = 0, alsoA; = O wegen 


a,;, # 0. Im zweiten Schritt folgt daraus analog 42 = O und weiter so 
A3 =... = A, = 0. Analog zeigt man, daB die Spalten von A mit den Indi- 
zes ji, Jo,..-, J, linear unabhangig sind. 


c) Im Polynomring K [f] ist die Familie (t”),<x linear unabhangig. 


Weitere Beispiele finden sich in den Aufgaben 8 und 9. Noch ein paar weitere 
Kleinigkeiten: 


Bemerkung. Jn jedem K-Vektorraum V gilt: 
a) Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear unabhdngig, wenn v # 0. 
b) Gehért der Nullvektor zu einer Familie, so ist sie linear abhangig. 


c) Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrmals vor, so ist sie linear 
abhdngig. 


d) Istr > 2, so sind die Vektoren v,, ..., v, genau dann linear abhdngig, wenn 
einer davon Linearkombination der anderen ist. 
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Diese letzte Charakterisierung ist plausibler als die Definition, aber formal nicht 
so bequem zu handhaben. 


Beweis. a) Ist v linear abhangig, so gibteseind € K* mitAv = 0, also ist v = 0 
nach Bemerkung c) in 1.4.1. Umgekehrt ist 0 linear abhangig, da 1-0 = 0. 


b)1-0=0. 


c) Gibt es i), iz € J mit i, F iz aber v;, = v;,, so ist 1 - v;, + (—1)v;, = 0. 


d) Sind die Vektoren v;,..., v, linear abhangig, so gibt es 2,,...,A, € K mit 
Ayu; +... +A,v, = Ound eink € {1,...,r} mit A, #0. Dann ist 
ey yaneslyy 
Xx Ak Xx Xx 


Ist umgekehrt vz = fyvy +... + Mg Ug + Meri Veg1 + --. + Uy v;, So ist 
MyYy Hh. M1 Ye—1 + (De + Mei veg +... + rv, = 0. Oo 


Aufgaben zu 1.4 


1. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorraume der angegebenen Vektorrau- 
me? 


a) {(x1, x2, x3) ER: x) =x. = 2x3} GiRe 

b) {(x1, x2) € R?: x? + x3 = 0} C R?. 

c) {(u+A,d?) € R*: w,A ER} CR’. 

d) {f € Abb(R, R): f(x) = f(—x) fiir alle x € R} C Abb (R, R). 
e) {(x1, x23) € R®: xy > x2} CR. 

f) {A € M(m x n; R): A ist in Zeilenstufenform } C M(m x n; R). 


2. Seien V und W zwei K -Vektorraume. Zeige, daB das direkte Produkt V x W durch 
die Verkniipfungen 


(v,w)+(v',w’)) :=(v+v',wt+w’), A-(v,w):=(uv,aAw), 
ebenfalls zu einem K-Vektorraum wird. 
3. Ist X eine nichtleere Menge, V ein K-Vektorraum und Abb (X, V) die Menge aller 
Abbildungen von X nach V, so ist auf Abb (X, V) durch 
(f + g)(%) = Ff) +a(x%), O-f)@) :=Af@), 
eine Addition und eine skalare Multiplikation erklart. 
Zeige, daB Abb (X, V) mit diesen Verkniipfungen zu einem K-Vektorraum wird. 


4. Eine Abbildung f: R — R heift 27-periodisch, falls f(x) = f(x + 27) fiir alle 
xeER. 
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a) Zeige, daB V = {f € Abb(R,R): f/f ist 27-periodisch} C Abb (R, R) ein Unter- 
vektorraum ist. 


b) Zeige, da} W = span (cos nx, sinmx)p men ein Untervektorraum von V ist. ( Man 
nennt W den Vektorraum der trigonometrischen Polynome.) 


5. Seien 


i=0 
es) 


(xiJien: > |xil? < 00} C Abb (N, R), 


1=0 
£ := {(xj)ien: (%i)ien konvergiert} C Abb (N, R), 
ec = (Xj ien? (x))ien beschrankt} Cc Abb (N, R) . 
Zeige, daB £' c £2 C £ C Lo C Abb(N, R) eine aufsteigende Kette von Untervek- 
torraumen ist. 


3S 
N 
ll 


e} ‘= {oe ye |x; | < ~| Cc Abb (N, R) z 


a“ 


6. Kann eine abzahlbar unendliche Menge M eine R-Vektorraumstruktur besitzen? 


7. Gibt es eine C-Vektorraumstruktur auf R, so da die skalare Multiplikation C x R > 
R eingeschrankt auf R x R die tibliche Multiplikation reeller Zahlen ist? 


8. Sind die folgenden Vektoren linear unabhangig? 

amie WN 2eN/ Bhim Q-Vektorraum R. 

b) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9) im R?. 

c) (ES in Abb (R*, R). 

d) (cosnx, SiNMX), men (0) in Abb (R, R). 

9. Fiir welche t € R sind die folgenden Vektoren aus R° linear abhangig? 
(1,3,4), (3,t,11), (—1,—4,0). 

10. Stelle den Vektor w jeweils als Linearkombination der Vektoren vj, v2, v3 dar: 

aw (62251) 0 — (LON) 50 = 17, 55) 31 (2a omo ye 

b) a= (201 1) B= O51), v2 (0.9) 1) = G6 Se: 
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1.5 Basis und Dimension 


Nun muB die erste ernsthafte technische Schwierigkeit tiberwunden werden, um einem 
Vektorraum eindeutig eine Zahl (genannt Dimension) als Maf fiir seine Groe zuord- 
nen zu konnen. 


1.5.1. Zunachst die wichtigste 


Definition. Eine Familie 6 = (v;);<; in einem Vektorraum V heiBt Erzeugen- 
densystem von V, wenn 
V = span (vu; )ier , 

d.h. wenn jedes v € V Linearkombination von endlich vielen 1; ist. 

Eine Familie 6 = (v;);<; in V hei®t Basis von V, wenn sie ein linear un- 
abhangiges Erzeugendensystem ist. 

V heifit endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem (d.h. eine 
endliche Familie B = (v;,..., v,) mit V = span (v;)) gibt. Ist B eine endliche 
Basis, so nennt man die Zahl n die Lédnge der Basis. 


Beispiele. a) Die Begriffe sind so erklart, da8 die leere Familie eine Basis des 
Nullvektorraumes ist. Diese kleine Freude kann man ihr gonnen. 


b) K := (e), ..., @,) ist eine Basis des K", sie heiBt die kKanonische Basis oder 
Standardbasis (vg). Beispiel b) in 1.4.4). 


c) Im Vektorraum M(m x n; K) hat man die Matrizen 


mit einer Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte und sonst Nullen. Diese m x n- 
Matrizen bilden eine Basis voi M(m x n; K). Das ist wieder nur eine Variante 
von Beispiel b). 


d) (1, i) ist eine Basis des R-Vektorraumes C. 


e) (1, f, 27, ...) ist eine Basis unendlicher Linge des Polynomrings K [t]. 
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1.5.2. Das sieht alles recht einfach aus, bis auf eine zunachst spitzfindig erschei- 
nende Frage: wenn man im K” neben der Standardbasis irgendeine andere Ba- 
sis findet, ist es gar nicht klar, daB sie die gleiche Lange hat. Im K” ware das 
noch zu verschmerzen, aber schon bei Untervektorréumen W C K” gibt es kei- 
ne Standardbasis mehr. Es ist nicht einmal ohne weiteres klar, daB jedes solche 
W endlich erzeugt ist (Korollar 3 in 1.5.5). Daher kann man es nicht umgehen, 
die Langen verschiedener Basen zu vergleichen. Bevor wir das in Angriff neh- 
men, noch einige oft benutzte Varianten der Definition einer Basis. Zur Verein- 
fachung der Bezeichnungen betrachten wir dabei nur endliche Familien. 


Satz. Fiir eine Familie B = (v,,..., U,) von Vektoren eines K -Vektorraumes 
V + {0} sind folgende Bedingungen gleichwertig: 


i) B ist eine Basis, d.h. ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem. 


ii) B ist ein ,,unverkiirzbares“ Erzeugendensystem, d.h. 


(vy), seey Up—1y Urtiy ses Un) 
ist fiir jedesr € {1,...,n} kein Erzeugendensystem mehr. 
li) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte h,,...,An € K mit 


v=dAyvu, +... FAR, 
ah. B ist ein Erzeugendensystem mit der zusdtzlichen Eindeutigkeitseigen- 
schaft. 


iv) B ist ,,unverlangerbar“ linear unabhdngig, d.h. B ist linear unabhdngig, 
und fiir jedes v € V wird die Familie (v,, ..., Un, v) linear abhdngig. 


Beweis. i) => ii). Gegeben sei ein Erzeugendensystem B. Ist B verkiirzbar, also 
zur Vereinfachung der Notation mit r = 1 


Vi =Agva t+... +AnU,, sofolgt (—1)v; +Agu2+...+AnqU, =O. 
Also ist B linear abhangig. 


il) => iii). Sei wieder GB ein Erzeugendensystem. Ist die Eindeutigkeitseigen- 
schaft verletzt, so gibt es ein v € V mit 

v=dAyv, +... + Ang = MV, +... + UnUn, 
und 0.B.d.A. 4; 4 «;. Subtraktion der Linearkombinationen und Division 
durch A; — 4; ergibt 
M2 — Ag Mn — An 


vy = OG miowe sn 
Aa Ai bi 
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also ist B verkiirzbar. 


ili) = iv). Aus iii) folgt, da8 B linear unabhangig ist. (Lemma in 1.4.5). Ist 
v € V, so ist 


v=Ayy+...+Anu,, also Ayu; +... +AU, +(—l)v =0, 
d.h. (vj, ..., Up, Vv) ist linear abhangig. 


iv) =i). Sei B unverlangerbar linear unabhangig. Fiir jedes v € V gibt es 
Ai,---,An, A € K mit 


AyUy t+... +AqU, AV =O. 


Da BG linear unabhangig ist, mu8 2 + 0 sein, also ist 


Ay An 
v=-——v, -—...——V,, 
Xr r 
und es ist bewiesen, da B ein Erzeugendensystem ist. O 


Der Beweis von iv) => 1) ergibt den 


Zusatz. Ist V nicht endlich erzeugt, so gibt es eine unendliche linear unabhdan- 
gige Familie. 


Beweis. Es geniigt zu zeigen, dai es fiir beliebiges n zu linear unabhangigen 


Vektoren v;,..., U, einen weiteren Vektor v gibt, so da auch (vj, ..., Un, v) 
linear unabhangig ist. Ware (v),..., Un, v) fiir jedes v € V linear abhangig, 
so ware nach obigem Argument (v;,..., v,) ein Erzeugendensystem, was der 
Voraussetzung widerspricht. a) 


1.5.3. Die Bedeutung des obigen Satzes erkennt man schon an seinem gar nicht 
selbstverstandlichen Korollar, dem 


Basisauswahlsatz. Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektorrau- 
mes kann man eine Basis auswahlen. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte 
Vektorraum eine endliche Basis. 


Beweis. Von dem gegebenen Erzeugendensystem nehme man so lange einzelne 
Vektoren weg, bis es unverkiirzbar geworden ist. Da am Anfang nur endlich 
viele da waren, fiihrt das Verfahren zum Ziel. Oo 


Allgemeiner gilt das 


Theorem. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. 


Der Beweis ist wesentlich schwieriger, wenn es kein endliches Erzeugendensy- 
stem gibt, weil man mdglicherweise unendlich viele Vektoren weglassen muB, 
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bis die Unverkiirzbarkeit erreicht ist. Ein Beweis des Theorems erfordert Hilfs- 
mittel aus der Mengenlehre, etwa das ZORNsche Lemma. Darauf gehen wir hier 
nicht ein (vgl. etwa [B1], p.261). 

Im Falle nicht endlich erzeugter Vektorraume sind Basen im hier definierten 
Sinn von geringer Bedeutung. Hier ist es fiir die Anwendungen in der Analysis 
wichtiger, konvergente unendliche Linearkombinationen zu untersuchen. Da- 
mit beschaftigt sich die Funktionalanalysis (vgl. etwa [M-V]). 


1.5.4. Um die Langen verschiedener Basen zu vergleichen, mu8 man systema- 
tisch Vektoren austauschen. Dieses Verfahren entwickelte E. STEINITZ im Jah- 
re 1910 bei einem 4hnlichen Problem in der Theorie der K6rpererweiterungen. 
Ein einzelner Schritt des Verfahrens wird geregelt durch das 


Austauschlemma. Gegeben sei ein K-Vektorraum V mit der Basis 


B=(v},...;0;) und w=)... neve 
Est ieee ai) Mb Ar OMSOUSE 
[SiS (Oia sen OP Tq Uh Meey onag Wed 


wieder eine Basis von V. Man kann also vx, gegen w austauschen. 


Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise konnen wir annehmen, da k = 1 
ist (durch Umnumerierung kann man das erreichen). Es ist also zu zeigen, daB 
B’ = (w, v2,..., v,) eine Basis von V ist. Ist v € V, so ist 


V= MY +... + My, 


mit (),..., U4, € K. Wegen dA, ¥ Oist 
1 d2 Ny 
vy = —w- WY - ——v, also 
1 Ay Ay 


M1 [iA [yA, 
v= —wt = U2 +...4+ = =——— Te, 
ie (1 hi ) ; (» hi ) 


womit gezeigt ist, dai b’ ein Erzeugendensystem ist. 
Zum Nachweis der linearen Unabhangigkeit von B’ sei 


pw + p27 +... + p,-v, =0, 


wobei /U, [42,..., Uy € K. Setzt man w = A,v; +... +A,v, ein, so ergibt sich 
MAY, + (Ag + M2)¥2 +... + (UA, + U)v, = 0, 

also WA, = MA2 + M2 =... = MA, + uw, = O, da B linear unabhangig war. 

Wegen i, # 0 folgt ~ = O und damit w2 =... =p, = 0. Oo 


Durch Iteration erhalt man den 
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Austauschsatz. In einem K-Vektorraum V seien eine Basis 
=U), 5. 9.Vr) 


und eine linear unabhdngige Familie (w,..., Wn) gegeben. Dann istn < r, 
und es gibt Indizesi,,...,in € {1,...,r} derart, daB man nach Austausch von 
U;, gegen Wj, ..., Uj, gegen W,, wieder eine Basis von V erhdlt. Numeriert man 
so um, dafi, =1,..., in =n ist, so bedeutet das, dap 


B= W506 opty Wah lp oe on Ue) 
eine Basis von V ist. 
Vorsicht! Die Ungleichung n < r wird nicht vorausgesetzt, sondern gefolgert. 


Beweis durch Induktion nach n. Fir n = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also 
n > 1, und sei der Satz schon fiir n — 1 bewiesen (Induktionsannahme). 

Da auch (w,,..., W,—-1) linear unabhangig ist, ergibt die Induktionsannah- 
me, daB (bei geeigneter Numerierung) (w),..., Wn—1, Un, .--, U,) eine Basis 
von V ist. Da nach Induktionsannahme n — 1 < r gilt, mu zum Nachweis 
von n < r nur noch der Fall n — 1 = r ausgeschlossen werden. Dann ware 


aber (w ,..., Wn_) schon eine Basis von V, was Aussage iv) aus Satz 1.5.2 
widerspricht. Wir schreiben 
WW, = Aw Spices + An—1Wr-1 =f AnVn a Rae aI XA, Uy 

miti,,...,A, € K. Ware r, =... =A, = 0, so hatte man einen Widerspruch 
zur linearen Unabhangigkeit von w),..., w,. Bei erneuter geeigneter Nume- 
rierung konnen wir also 4,, # 0 annehmen, und wie wir im Austauschlemma 
gesehen haben, la8t sich daher v, gegen w, austauschen. Also ist B* eine Basis 
von V. Oo 


1.5.5. Nach Uberwindung dieser kleinen technischen Schwierigkeiten lauft die 
Theorie wieder wie von selbst. Wir notieren die wichtigsten Folgerungen. 


Korollar 1. Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von 
V endlich. 


Beweis. Sei (v,,..., v,) eine endliche Basis und (w;)j;<,; eine beliebige Basis 
von V. Ware J unendlich, so gabe es i;,...,i-4; € 7 derart, daB wj,,..., wi,,, 
linear unabhangig waren. Das widerspricht aber dem Austauschsatz. Oo 


Korollar 2. Je zwei endliche Basen eines K -Vektorraumes haben gleiche Lan- 
ge. 

Beweis. Sind (v;,..., v;) und (w,,..., wz) zwei Basen, so kann man den Aus- 
tauschsatz zweimal anwenden, was k < r undr <k, alsor =k ergibt. oO 
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Mit Hilfe dieser Ergebnisse k6nnen wir nun in sinnvoller Weise die Dimension 
eines Vektorraumes erklaren. 


Definition. Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir 


I oo, falls V keine endliche Basis besitzt, 
dim V := ; 
r, falls V eine Basis der Lange r besitzt. 
dimx V hei8&t die Dimension von V iiber K. Falls klar ist, welcher K6rper ge- 
meint ist, schreibt man auch dim V. 


Korollar 3. Ist W Cc V Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraumes 
V, so ist auch W endlich erzeugt, und es gilt dimW < dimV. 
Aus dimW = dimV folgtW = V. 


Beweis. Ware W nicht endlich erzeugt, so gabe es nach dem Zusatz aus 1.5.2 
eine unendliche linear unabhangige Familie, was dem Austauschsatz wider- 
spricht. Also hat W eine endliche Basis, und wieder nach dem Austauschsatz 
ist ihre Lange héchstens gleich dimV. 


Sein = dimW = dimV und w),..., w, Basis von W. Ist W 4 V, so gibt 
eseinv € V\ W und wj,..., Wa, v sind linear unabhangig im Widerspruch 
zum Austauschsatz. Oo 


In 1.5.3 hatten wir gesehen, da8 man aus einem endlichen Erzeugendensystem 
eine Basis auswahlen kann. Manchmal ist die Konstruktion ,,aus der anderen 
Richtung* wichtig: 


Basiserganzungssatz. In einem endlich erzeugten Vektorraum V seien linear 
unabhdngige Vektoren w,,..., Wn gegeben. Dann kann man Wy+\,..., Wy fin- 
den, so dap 

B= Wier. asiraiennn) 
eine Basis von V ist. 


Beweis. Sei (v,, ..., Um) ein Erzeugendensystem. Nach 1.5.3 kann man daraus 
eine Basis auswahlen, etwa (v;,..., v,) mitr < m. Nun wendet man den Aus- 
tauschsatz an und sieht, daB bei geeigneter Numerierung durch 


Wn+l = Un+tly ++, Wr [= Uy 
die gesuchte Erganzung gefunden ist. Oo 
Beispiele. a) dimK” = n, denn K” hat die kanonische Basis (e), ..., €,). Nach 


Korollar 2 hat auch jede andere Basis von K" die Lange n, was gar nicht selbst- 
verstandlich ist. 
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b) Geraden (bzw. Ebenen) durch den Nullpunkt des R” sind Untervektorraume 
der Dimension 1 (bzw. 2). 


c) Fiir den Polynomring gilt dim K[t] = oo. 
d) dimgC = 2 denn 1 und i bilden eine Basis. Dagegen ist dimeC = 1. 
e) dimgR = oo (vgl. Aufgabe 4). 


1.5.6. Bei der Definition eines Vektorraumes in 1.4.1 hatten wir einen K6rper K 
zugrundegelegt. Zur Formulierung der Axiome geniigt ein kommutativer Ring 
R mit Einselement, man spricht dann von einem Modul iiber R. Die Begriffe 
wie Linearkombination, Erzeugendensystem und lineare Unabhangigkeit kann 
man in dieser allgemeineren Situation analog erklaren. 

In den vorangegangenen Beweisen wird immer wieder durch Skalare divi- 
diert, was einen Skalarenk6rper voraussetzt. Uber einem Ring ist von den erhal- 
tenen Aussagen tiber Basis und Dimension wenig zu retten. Daher beschranken 
wir uns auf zwei Aufgaben (8 und 9), die als Warnung vor diesen Gefahren die- 
nen sollen. 


1.5.7. Im Basisauswahlsatz 1.5.3 hatten wir bewiesen, daB man aus jedem end- 
lichen Erzeugendensystem eine Basis auswahlen kann. Fiir die Praxis ist das 
Verfahren des Weglassens (und die Kontrolle, ob ein Erzeugendensystem tibrig 
bleibt) nicht gut geeignet. Weitaus einfacher ist es, aus einem Erzeugendensy- 
stem eine Basis linear zu kombinieren. Wir behandeln hier den Spezialfall eines 
Untervektorraumes W C K"; in 2.4.2 werden wir sehen, da sich der allgemei- 
ne Fall darauf zuriickfiihren 1a8t. 

Seien also a;,...,@, € K” gegeben, und sei W = span (qy,..., Gm). Sind 
die Vektoren a; Zeilen, so ergeben sie untereinandergeschrieben eine Matrix 


Gite > ain 
A= : : € M(m xn; K), 
Am) “++ Amn 
d.h. es ist qi = (aj, buat Gin). 
Beispiel. Aus der kanonischen Basis (e), ... , é,) von K” erhalt man die Matrix 
1 0 
1 Oy ore Ore €¢ M(n xn; K), 
0 1 


man nennt sie die n-reihige Einheitsmatrix. Dieser Name ist durch ihre Wirkung 
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bei der Matrizenmultiplikation erklart (vgl. 2.5.4). Die Eintrage von 
E,, = (6;;) sind die sogenannten KRONECKER-Symbole 


Omehinnk Age 

ey fur Fy: 
Nun kommen wir zuriick auf die schon in Kapitel 0 benutzten Zeilenumformun- 
gen. Anstatt der reellen Zahlen stehen Eintrage aus einem beliebigen K6rper K, 
und wir betrachten vier verschiedene Arten von elementaren Zeilenumformun- 


gen: 
I Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K*: 


A= a; aad da; = Ale 
II Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile: 
a; a; ES aj 
A= : be : =: Ay. 
aj OF) 


Ill Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile (A € K*): 


a; Qj ee haj 
A : ad 5 == Ann. 
aj aj 
IV Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile: 
q; aj 
At : bh : =: Ajy . 
aj Qj 
Dabei bezeichnen jeweils a;,..., @, die Zeilen von A, es ist stets i # j vor- 


ausgesetzt, und an den mit Punkten markierten Zeilen andert sich nichts. 

Die Typen III und IV entsprechen 1) und 2) aus 0.4.6. Die Typen I und II 
sind noch elementarer, denn man kann III und IV daraus durch Kombination 
erhalten, und zwar nach folgendem Rezept: 


a; — (a; — a;) ( a; nf 4; 
— — ~ 
a; — a; | & — a; a 
Zam Verstandnis der Wirkung von Zcilenumformungen hilft cin weiterer Be- 
gift 
Definition. Ist A < M(m x n: K) mit Zeilen a;,_._. a. so heiBt 
ZR(A) -= span (a;,---. Bn) C K* 
dex Zeilenraum you A. 
Lemma. Ist B aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, so ist 
ZR(B) = ZR(A). 
Beweis. Nach der obigen Bemerkung geniigt es, die Typen I und II zu betrach- 
ten. Ist B = A, und w € ZR(A). so ist 
Bae tet... =...+ Oa) +... 
also auch vw € ZR(B)_ Analog folgt v < ZR(A) aus v € ZR(B). 
Ist B = Ag und » € ZR(A), so ist 
v=... 6; +...4+pja;+.-.=---+ (a; +a;)+.--+(uj—pw)aj+ 
also » € ZR(B) und analog umgekehrt. o 
Wie m 0.4.7 beweist man den 
Satz. Jede Matrix A = M(m xn: K) kann man durch elementare Zeilenumfor- 
mungen auf Zcilenstufenform bringen. o 
Damit ist das za Beginn dieses Abschnitts formulierte Problem gelést- Hat man 
aus den gegebenen Vektoren a;,.--.a,, die Matrix A anfgestellt und diese zu 
B im Zetlenstufenform umgeformt. so sind dic von Null verschiedenen Zeilen 
5,;, ._..b, you B cme Basis von W = ZR(A) = ZR(B), denn D,, ..., b, sind 
nach Beispiel b) im 1.4.5 limear unabhangig 
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Beispiel. Im R° seien die Vektoren 


ay = (0, 0,0, 2, —1), 
ag = (0; F=20)F 
a3 ae (0, —1,2,1,-—1), 
aq =) (OFOROSE2) 
gegeben. Dann verlauft die Rechnung wie folgt: 
On. WO e—4 0%: 1 2a 
Aw 0 UNe27 10) 4.0) PO) Ogee 
0-1 2 1-1 O1-1 2 1-1 
ea Ui pi i i ae i 
Onilend: al Oe, O11 25 Fie 
O90) TOMPZ AH ONO OF fae 
O00 OVI 21 0 0 ORI 1 
0.6. .0..u O° O04 een 
OM ig = 2 alk O 0 
nas ONO SO 4 a omen iss 
OFF ORO 0 |-5 0) 0; > 030 
0 DiyPs 6 Dua 0; :QoicO et uOreane 
Also ist eine Basis von W = span (a), a2, a3, a4) gegeben durch 
b, = (0, 1, —2, 1,0), 
b, = (0,0,0, 1,2), 
b3 = (0,0,0,0,—S). 


1.5.8. Ob man Vektoren als Zeilen oder Spalten schreibt ist willkiirlich, aber der 
Ubergang von der einen zur anderen Konvention wirft Fragen auf. Macht man 
in einer Matrix Zeilen zu Spalten, so werden Spalten zu Zeilen; man nennt das 
Transposition: Zu 


A = (aij) € M(mxn; K) ist ‘A =(aj;))€M(nxm; K) mit ai 


‘A heiBt die Transponierte von A. Zum Beispiel ist fiir m = 2 undn = 3 


= aj. 
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1 0 
PODS 
=] 0 2 
OW 2a 
Sie 
Eine quadratische Matrix wird dabei an der Diagonale gespiegelt. Abstrakt ge- 
sehen ist die Transposition eine bijektive Abbildung 


M(mxn;K)—> M(nxm;K), Are’A, 
und es gelten die folgenden Rechenregeln: 
1) ‘(A+ B) ='A+'B, 
2) ‘(AA) =21-'A, 
3) ‘(Ay = A: 
Nun kann man ganz analog zu 1.5.7 fiir eine Matrix A elementare Spaltenum- 
formungen, Spaltenraum SR(A), Spaltenstufenform etc. erklaren, was durch 
Transposition auf die entsprechenden Begriffe fiir Zeilen zuriickgefiihrt werden 


kann. Das sind einfache Spielereien, aber ein ernsthaftes Problem wird deutlich 
durch die folgende 


Definition. Fiir eine Matrix A € M(m x n; K) sei 
Zeilenrang A := dimZR(A) und 
Spaltenrang A dim SR(A). 
Man beachte dabei, da Zeilen- und Spaltenraum in verschiedenen Vektorrau- 


men liegen: 
ZR(A) C K” und SR(A) Cc kK”. 
Zum Beispiel fiir A = E,, ist ZR(E,) = SR(E,) = K”, also 
Zeilenrang E,, = n = Spaltenrang E,, . 

Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme benOtigt man die etwas tiberra- 
schende Tatsache, daB diese beiden Zahlen fiir jede Matrix gleich sind. In 2.6.6 
steht genitigend viel Theorie fiir einen indexfreien Beweis zur Verfiigung, in Ka- 
pitel 6 wird der abstrakte Hintergrund beleuchtet. Der Schliissel fiir einen direk- 
ten Beweis mit den Hilfsmitteln dieses Kapitels ist das 


Lemma. /n der Matrix A € M(m xn; K) sei die letzte Zeile Linearkombination 
der vorhergehenden, A € M(m — 1 x n; K) entstehe aus A durch weglassen 
der letzten Zeile. Dann ist 


Spaltenrang A = Spaltenrang A. 
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Beweis. Wir bezeichnen die Zeilen von A mit a), ..., 4, und die Spalten mit 
a',..., a" (man beachte, da der obere Index keine Potenz bedeuten soll). Nach 
Voraussetzung gibt es (41,..., Um—1 € K mit 


An = LQ, +... + Mm-14m-1 - 
Das bedeutet, da8B alle Spalten von A enthalten sind im Untervektorraum 


W = (Gi... %m) EK: Xm = ix +... Fim) 
also ist SR(A) C W. Nun betrachten wir die ,,Projektion* 
ma: Wo\K!, xi (hh, 0 Xp) > X= Oe eee 


SG 


m—l1 


a’ w a’ 


Bild 1.7 

Nach Definition von A gilt SR(A) = a (SR(A)), zu zeigen ist dimSR(A) = 
dim SR(A). 

Nach 1.5.3 kénnen wir annehmen, daf (a!',..., a’) fireinr mitO<r<n 


eine Basis von SR(A) ist. Offensichtlich ist a', ... , a” ein Erzeugendensystem 


von SR(A). Ist 
” Mia’ +... tA, =O, (*) 


so folgt daraus fiir die m-ten Komponenten von a',..., a’ 
m—| m—1 
dia}, +...¢d,a7 = A, > mia} +...+A, So mial 
t=! t=] 
if r 
by > Ajai Amine + m1 ings: 
j=l j=l 


=f) Oo yO SOF 


also folgt aus (*), daB A,;a' +... +A,a" = Ound somitA,; =... =A, = 0. 
Daher ist a',..., a” eine Basis von SR(A). 

Selbstverstandlich bleibt der Zeilenraum ganz unverandert. Das folgt etwa 
aus dem Lemma in 1.5.7. oO 


Der Rest des Beweises fiir die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang ist 
Aufgabe 13. 
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Aufgaben zu 1.5 


1. Gegeben seien im R° die Vektoren v; = (4,1, 1,0,—2), v. = (0,1, 4, —1, 2), 
v3 = (4, 3, 9, —2, 2), v4 = (1, 1, 1, 1, 1), vs = (0, —2, —8, 2, —4). 


a) Bestimme eine Basis von V = span (vj, ..., Us). 
b) Wahle alle mdglichen Basen von V aus den Vektoren v),..., vs aus, und kombi- 
niere jeweils v;, ..., vs daraus linear. 


2. Gib fiir folgende Vektorraume jeweils eine Basis an: 

a) {(x1, x2,.%3) € RP: x) = x3}, 

b) { (x1, x2, x3, x4) € R*: x, + 3x2 +2x4 = 0, 2x} FQ +23 = 0}, 
c) span (¢?, 27 +2, 0? 4+1, +241, 7+) C RIE], 

d) {f € Abb(R, R): f(x) = 0 bis auf endlich viele x € R}. 


3. Fir d € N sei 

K[t),.-.,tm]@ ‘i= {F € K[t,...,t,]: F ist homogen vom Grad d oder F = 0} 
(vgl. Aufgabe 9. zu 1.3). Beweise, daB K[t),..., trl) C K[tt, -.-,t,] ein Untervek- 
torraum ist und bestimme dimK [¢), ..., tn]ca)- : 
4, Zeige, daB C endlich erzeugt tiber R ist, aber R nicht endlich erzeugt tiber Q. 
5. Ist (v;)ije; eine Basis des Vektorraumes V und (wj) jez eine Basis des Vektorraumes 
W, so ist ((uj, 0));e, U ((0, wj)) jes eine Basis von V x W (vgl. Aufgabe 2 zu 1.4). 


insbesondere eu dimV x W =dimV +dimw, 


falls dimV, dimW < oo. 


6. Sei V ein reeller Vektorraum und a, b, c,d, e € V. Zeige, daB die folgenden Vekto- 
ren linear abhangig sind: 


vj =atbec, w=2a+2b+2c-—d, wu=a-—b— 

vu~4=5a+6b—c+d+e, vy =a-—c+3e, Hermann ate aes 

7. Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V definieren wir 
h(V) := sup {n EN: es gibt eine Kette Vo CV; C... C Va-1 C Vy, 
von Untervektorraumen V; C V} . 
Zeige h(V) = dimV. 
8. Sei R = C(R, R) der Ring der stetigen Funktionen und 
={f ER: es gibteing € Rmit f(x) =Ofirx >o} CR. 
Fiir k € N definieren wir die Funktion 
0 fiir allex >k, 


k—x firx <k. 


WC = 
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a) W = span r(fi)cen- 
b) W ist tiber R nicht endlich erzeugt (aber R ist tiber R endlich erzeugt). 
c) Ist die Familie (f,) cn linear abhangig tiber R? 


9. Zeige Z = 2Z + 3Z und folgere daraus, da es in Z unverkiirzbare Erzeugendensy- 
steme verschiedener Langen gibt. 


10. Wie viele Elemente hat ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem endlichen 
KOrper? 


11.* a) Ist K ein Korper mit char K = p > 0, so enthalt K einen zu Z/ pZ isomorphen 
Korper und kann somit als Z/ pZ-Vektorraum aufgefaBt werden. 


b) Zeige: Ist K ein endlicher Korper mit char K = p, so hat K genau p” Elemente, 
wobei n = dimz/pzK. 


12. Zeige: Zeilenrang = Spaltenrang fiir Matrizen mit sehr kleiner Zeilenzahl (etwa 
m = 1, 2) und beliebig groBer Spaltenzahl n. 


13. Folgere aus Lemma 1.5.8, da8 fiir eine Matrix A € M(m x n; K) 
a) Zeilenrang A < Spaltenrang A, 
b) Zeilenrang A > Spaltenrang A, 


und somit insgesamt Zeilenrang A = Spaltenrang A gilt. 


1.6 Summen von Vektorraumen* 


Fiir die Menge der Linearkombinationen aus Vektoren v),..., v; hatten wir in 1.4.4 
auch die Schreibweise 
Kv, +...+ Kv, 


angegeben. Das soll andeuten, daB dies die Menge der Summen von Vektoren aus den 
fiir vj; # O eindimensionalen Raumen K v; ist. Wir betrachten nun den Fall, da die 
Summanden aus beliebigen Untervektorraumen stammen, das wird in Kapitel 4 niitz- 
lich sein. Einem eiligen Leser raten wir, dies zunachst zu tiberblattern. 


1.6.1. Ausgangspunkt ist die folgende 


Definition. Gegeben sei ein K-Vektorraum V mit Untervektorraumen 
W,,..., W, C V. Dann heiB&t 


Wit+...+W,:= {v € V: es gibt v; € Wj mitu =v, +...+0,} 
die Summe von W,,..., W,. 
Ohne Schwierigkeit beweist man die 
Bemerkung. Fiir die oben definierte Summe gilt: 


a) W, +...+ W, C V ist ein Untervektorraum. 
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b) W, +... +W, =span(W, U...U W,). 
c) dim(W, +...+ W,) < dimW, +...+dimW,. | 


Nun ist die Frage naheliegend, wie unscharf die letzte Ungleichung ist. Im Fall 
r = 2 ist das einfach zu beantworten: 


Dimensionsformel fiir Summen. Fiir endlichdimensionale Untervektorrdume 
Wi,W.cCV gilt 

dim(W, + W2) = dimW, + dimW, — dim(W; N W2). 
Beweis. Wir beginnen mit einer Basis (vj, ..., UV») von W; N W, und erganzen 
sie entsprechend 1.5.4 zu Basen 


(Vj, .--Um,Wi,..-, We) Von W, und (v,...,Um,Wi,---,W,) von Wp. 
Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, da 
AO Ont Wg cy Wes ys vec Wy) 

eine Basis von W, + W, ist. Da8 W, + W, von B erzeugt wird ist klar. Zum 
Beweis der linearen Unabhangigkeit sei 

AV +... AmUm + MW +... + MWe + yw +... + jw, =0. (*) 
Setzen wir 

Vi=AypVy +... FH AmUm + yw +... + Mwy, 
so ist v € W, und —v = pw, +... + uw; € W2, also v € W, MN Wy. Also ist 
v= +... +A Um 


mit Aj,...,A,, € K, und wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen 
folgt insbesondere w; =... = yu, = 0. Setzt man das in (x) ein, so folgt auch 
Dig EP Anh =H pin es Rear OF. Oo 


1.6.2. Der Korrekturterm in der Dimensionsformel wird durch die Dimension 
des Durchschnitts verursacht. Diesen Mangel einer Summendarstellung kann 
man auch anders charakterisieren. 


Lemma. Ist V = W, + W2, so sind folgende Bedingungen dquivalent: 
i) Wi N W2 = {0}. 


ii) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = w, + w2 mit w, € W,, 
W2 € W). 


iii) Zwei von Null verschiedene Vektoren w, € W, und w2 € W> sind linear 
unabhangig. 
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Beweis. i) => ii): Ist v = w, + wy = W; + Wy, so folgt 

WwW, — Ww = W.-W. EWN Wp. 
ii) > iii): Sind w,, w2 linear abhangig, so erhalt man verschiedene Darstellun- 
gen des Nullvektors. 


iii) > i): Ist 0 4 v € W, N Wy), so erhalt man einen Widerspruch zu iii) durch 
lv+(—l1)v=0. 0 


Da Bedingung i) am kiirzesten aufzuschreiben ist, die folgende 


Definition. Ein Vektorraum V heiBt direkte Summe von zwei Untervektorrau- 
men W, und W), in Zeichen 


V=W,@W2, wenn V=W,+W, und W,NW, = {0}. 
1.6.3. Im endlichdimensionalen Fall hat man einfacher nachzupriifende Bedin- 
gungen fiir die Direktheit einer Summe. 


Satz. Ist V endlichdimensional mit Untervektorradumen W, und W3, so sind fol- 
gende Bedingungen gleichwertig: 


i) V = W, @ Wo. 
ii) Es gibt Basen (w,,..., Wx) von W, und (wj,..., w;) von W2, so dap 
(wi,..., We, Wy,..., W;) eine Basis von V ist. 


iii) V = W, + W2 und dimV = dimW, + dimW). 


Beweis. i) => ii) => iii) folgt aus der Dimensionsformel (einschlieBlich Beweis) 
in 1.6.1 im Spezialfall W, M W2 = {0}. 


111) > i): Nach der Dimensionsformel ist dim(W; NM W2) = 0, also 
W, MW, = {0}. O 


Daraus folgt sofort die Existenz von ,,direkten Summanden*: 


Korollar. [st V endlichdimensional und W C V Untervektorraum, so gibt es 
dazu einen (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmten) Untervektorraum 
W’ CV, so daB 
V=Wow'. 
W’ heift direkter Summand von V zu W. 


Beweis. Man nehme eine Basis (v;, ..., Um) von W, erganze sie nach 1.5.4 zu 
einer Basis (v},..., Um, Um+1) +--+» Un) von V und definiere 


Wie spanl(Oi ieee Ue 0 
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1.6.4. In Kapitel 4 werden wir direkte Summen von mehreren Unterréumen an- 
treffen. Zur Vorsorge dafiir die 


Definition. Ein Vektorraum V heiBt direkte Summe von Untervektorraumen 
W,,..., Wy, in Zeichen 


V=W,0...0W,, 
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 
DS1 V=W,+...+ Wy. 
DS2 Von Null verschiedene Vektoren w; € Wi,..., wz € W, sind linear un- 
abhangig. 
Vorsicht! Bedingung DS2 darf man fiir k > 2 nicht ersetzen durch 
Wageenanw,— {0} oder W,mW, = {0} fuiraller~j 
(vgl. Aufgabe 1). 


W, 
W, 
0 
W3- 
Bild 1.8 
Beispiel. Ist (v;,..., v,) eine Basis von V, so ist V = Ku; ®... ® Kup. 
Satz. Fiir Untervektorrdume W,,..., W, eines endlichdimensionalen Vektor- 


raumes V sind folgende Bedingungen dquivalent: 
i) V=W,@...®8 Wy. 
ii) Ist fiir jedesi € {1,..., k} eine Basis Ge ae v) von W; gegeben, so 


ist 
i qd) (1) (k) (k) 
te Cees race Ue ote | 


ry 
eine Basis von V. 
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Man beachte die Klammern bei den oberen Indizes. Sie dienen zur Unterschei- 
dung von Exponenten, deren Stammplatz an dieser Stelle ist. 


Beweis. i) => ii). Offensichtlich ist B ein Erzeugendensystem. Zum Beweis der 
linearen Unabhangigkeit sei 


py 4+ pvp. + pv® 4. oe ui vf OZ Gg: 
Setzen wir w; := v9 +...4+ ui, so bedeutet das 
wjpt...+u,=0, 


und wegen DS2 mu8 w; =... = w, = O sein. Also ist 
hie +...+ wv = =0 firi=1,...,k, 
und daraus folgt w\? =... = =p = 0. 


ii) > iii) ist klar. 
ii) > i). Zum Nachweis von DS2 betrachten wir fiir jedesi € {1,..., k} 
OA w =p) vy +... + n0v0 € W,. (*) 


Einer der Koeffizienten mu8 von Null verschieden sein, die Numerierung sei 


so, daB uw # 0. Ist 
A, Ww +... +Azuz ===. (i 


so erhalt man durch Einsetzen der Linearkombinationen (x) 
(i) vy = 
a oy Aimy vy 
ralo= 


Da B eine Basis ist, folgt insbesondere Ape = 0 fir allei € {1,..., k}, also 
2) Se Sap SS Oo 


Aufgaben zu 1.6 
1. Beweise, daf fiir einen Vektorraum V folgende Bedingungen dquivalent sind: 
i) V=W,O...@ Wy. 
ii) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = w; +... + wz mit w; € W;. 
iii) V=W,+...+ Wy und: Ist w) +... + wy, = O fiir w; € Wj, so folgt w; = 0 fiir 
alle i € {1,...,k}. 
iv) V=W,+...+ W, und W;N : W; = {0} firallez €{1,..., Kk}. 
f= 
j#i 
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v) V=Wi+...+ W, und WA(Wi4) +... + Wy) = {0} fiir allei € {1,...,k—1). 


Zeige anhand von Gegenbeispielen, da die obigen Bedingungen fiir k > 2 im allge- 
meinen nicht dquivalent sind zu W, M1... Wy = {0} bzw. W; M W; = {0} fiir alle 
ee 
2. Sind V und W Vektorraume, so gilt 

Vx W=(V x {0}) @ ({0} x W) . 


3. Eine Matrix A € M(n x n; K) hei®t symmetrisch, falls A = ‘A. 


a) Zeige, daB die symmetrischen Matrizen einen Untervektorraum Sym(n; K) von 
M(n x n; K) bilden. Gib die Dimension und eine Basis von Sym(n; K) an. 


Ist char K # 2, so hei®t A € M(n x n; K) schiefsymmetrisch (oder alternierend), falls 
‘A = —A. Im folgenden sei stets char K # 2. 


b) Zeige, da die alternierenden Matrizen einen Untervektorraum Alt(n; K) von 
M(n x n; K) bilden. Bestimme auch fiir Alt(n; K) die Dimension und eine Basis. 


c) Fir A € M(n x n; K) sei Ay := 4(A +'A) und A, := 5(A —‘A). Zeige: A, ist 
symmetrisch, A, ist alternierend, und es gilt A = As + Ag. 


d) Es gilt: M(m x n; K) = Sym(n; K) @ Alt(n; K). 


Kapitel 2 
Lineare Abbildungen 


2.1 Beispiele und Definitionen 
2.1.1. a) Besonders wichtige Funktionen f: R — R sind die Polynome mit 
f(x) =anp tax +... +a,x", 


denn die ganze Abbildungsvorschrift ist durch Angabe der Koeffizienten 
ap, -..,@n, d.h. von n + 1 Zahlen, festgelegt. Ist a, 4 0, so nennt man n den 
Grad von f. Fiir Grad 0 hat man die konstanten und fiir Grad 1 die linearen 
Funktionen. In der Analysis untersucht man, ob sich eine beliebige Funktion 
bei kleinen Verénderungen des Arguments x nahezu wie eine lineare Funktion 
verhalt; das fiihrt zum Begriff der Differenzierbarkeit. Daher sind die linearen 
Funktionen unentbehrliches Hilfsmittel der Analysis. Wir betrachten also ein 


f: ROR, xrwhiax+b= f(x), 
af (2) 


> 


Bild 2.1 


mit a, b € R. Ihr Graph ist eine Gerade mit Steigung a, die durch (0, b) geht. 
Setzt man den konstanten Anteil b = 0, so bleibt eine Funktion f(x) = ax, 
die durch eine einzige reelle Zahl a festgelegt ist, und offensichtlich die Eigen- 
schaften 


fa+x) = f)+f@') und fax) =Af(r) (*) 
fiir beliebige x, x’, A € R hat. 


b) Viel interessanter und anschaulich einfach zu verstehen ist die Situation in 
der Ebene. Zunachst betrachten wir eine Drehung um den Nullpunkt mit dem 
Winkel 7. Das ist eine Abbildung 


EE Ry Rk. 
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die sich wie folgt beschreiben 148t. Es ist 
FO)=0, F(e,;)=(cosv,sinv), F(e.) =(—sind, cosv), 
und fiir ein beliebiges x = (x, x2) = x,e; + X22 ist 
F(x) = x, F(e\) + x2F (e2) = (x; cos 0 — x2 sind, x; sin? + x2 cos ?). 


x 
\ e, 
Fle Fle) on 
val 
i Bild 2.2 


Benutzen wir die Matrix 

cos? —sint 

J\ ; 

sind cost 
und schreiben wir x und F(x) als Spaltenvektoren, so ist mit der in 0.4.1 er- 
klarten Multiplikation F(x) = A- x. 

An dieser Uberlegung ist zu sehen, da8 man fiir F(e,) und F(e2) beliebige 

Vektoren a = (a), a2), b = (bj, bz) vorschreiben kann. Dann laB&t sich F mit 


der Konstruktion aus Bild 2.3 zu einer Abbildung von R? auf sich ausdehnen. 
a 


F(e,) A 


Bild 2.3 
Mit Hilfe der Matrix 


a, b, 
A= 
az by 
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ist F wieder beschrieben durch F(x) = A- x. 


c) Betrachtet man nun anstelle von R einen beliebigen Korper K, und nimmt 
man m und n anstelle von 2, so ist man sofort in einer recht allgemeinen Si- 
tuation. Ist nadmlich A = (a;;) eine m x n-Matrix, so erhalt man daraus eine 
Abbildung 


x| AyjX1 +... + AinXn yi 
Fah KE Su Kees : b> : : = 
Xn GniXt te <8 te Gann Ym 
Wie man leicht nachrechnet, hat sie wieder die Eigenschaft 
Ratz’) =FO@)+ FO),  FOvie eae (x) 
fiir x,x’e K" undde K. 


Mit Hilfe der in 0.4.1 erklarten Multiplikation einer Matrix A mit einer Spalte 
kann man diese Abbildung einfacher beschreiben als 


Fe K" 3K"). xi Axe 


wenn man die Vektoren von K” und K” als Spalten entsprechender H6he 
schreibt. Setzt man fiir x die Basisvektoren e), ..., e, als Spalten ein und rech- 
net man die Produkte aus, so stellt man fest, daB 


A €}, 2. «9A “ek 
die Spalten von A in dieser Reihenfolge sind. Diese Beobachtung: 
Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder der Basisvektoren 
sollte man sich einpragen. 
d) Die Transposition von Matrizen als Abbildung 
F: M(m xn; K) ~ M(n x m; K) 
hat nach den Rechenregeln in 1.5.8 die zu (*) analogen Eigenschaften. 


e) Der Vektorraum V = C(J; R) der auf einem Intervall J = [a, b] stetigen 
Funktionen ist unendlichdimensional, und die Abbildung 


b 
S: CU;R) > R, fro f fear, 


hat nach den Rechenregeln fiir Integrale die zu (*) analogen Eigenschaften 


S(f +8) = S(f) + S(g), SAF) =AaS(f). 
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f) Ist V = DU; R) der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktio- 
nen, so hat die durch Differentiation erklarte Abbildung 


D:V>V, fr f', 
die zu (*) analoge Eigenschaft. 
2.1.2. Die obigen Beispiele motivieren die folgende 


Definition. Eine Abbildung F: V — W zwischen K-Vektorréumen V und W 
heifBt linear (genauer K -linear oder Homomorphismus von K -Vektorrdiumen), 
wenn ; 


Ll Fw+w)=F()+ Fw), 
L2 F(Av) =AF(v) 


fiir alle v, w € V undalleaA € K. Diese beiden Bedingungen kann man zusam- 
menfassen zu einer: 


L FQv+puw) =AF(v) + uF (w) 


fiir alle v, w € V und, pw € K. Man iiberlegt sich ganz leicht, da8 L1 und L2 
zusammen mit L gleichwertig sind. 


Es ist tblich, den Begriff Homomorphismus zu verscharfen. Man nennt eine 
lineare Abbildung F: V — W einen 


Isomorphismus, wenn F bijektiv ist, 
Endomorphismus, wenn V = W, 
Automorphismus, wenn V = W und F bijektiv ist. 
Wir notieren einige einfache Folgerungen aus den Axiomen: 
Bemerkung. Jst F: V — W linear, so gilt: 
a) F(O) =Ound F(v — w) = F(v) — F(w). 
b) FQyu, +... + Ann) =A F (v1) +... An F (un). 


c) Ist die Familie (v;)j<, in V linear abhdngig, so ist (F(v;));<, in W linear 
abhangig. 


d) Sind V’ C V und W’ C W Untervektorrdume, so sind auch F(V’) C W 
und F~'(W’) Cc V Untervektorrdume. 


e) dimF(V) < dimV. 


f) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch F~': W — V linear. 
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Beweis. a) F(0) = F(0-0) =0- F(0) =O und 
F(v — w) = F(v+ (-lw) = F(v) + (-1) Fw) = F(v) — Fw). 


b) folgt durch wiederholte Anwendung der Regel L. 
C)Mst funni sala Go UNG An aA Ge 
Mii she a anv OR 
so folgt nach b) 
AL F(u;,) +... tA ;,) =0. 
d) Wegen 0 € V’istO = F(O) € F(V’). Sind w, w’ € F(V’), so gibt es 
v,v’ € V’ mit F(v) = w und F(v’) = w’. Also ist 
wt+w = F(v)+ F(v’) = F(v+v)€ F(V), 
dennv+v’ € V’. Fird € K gilt wegen Au € V’ 
Aw =AF(v) = F(Av) € F(V’). 
Sind v, v' € F~!(W’), so bedeutet das F(v), F(v’) € W’. Also ist 
 F(vt+v) = Fw) + Fw).eW’, 
also v + v’ € F~'(W’) und analog sieht man Av € F7'(W’). 


e) Hat man w; = F(v)),..., Wn = F (un) € F(V) linear unabhangig, so sind 
nach c) auch vj), ..., v, in V linear unabhangig. 


f) Seien w, w’ € Wundd,u e€ K. Ist w = F(v) und w’ = F(v’), so ist 
v = F~'(w), v' = F~'(w’), und es folgt aus 


F(Av + pv’) =Aw t+ pw’ 
durch Anwendung von F—! auf beiden Seiten 
AF! (w) + wFo'(w’) = F'(Aw + pw’). 0 


2.1.3. Lineare Abbildungen kann man in verschiedener Weise miteinander ver- 
kniipfen. Zunachst betrachten wir die Hintereinanderschaltung. 


Bemerkung 1. Sind U, V, W Vektorrdume und G: U > V, F: V > W 
lineare Abbildungen, so ist auch 


FoG: U > W iinear. 
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Man beachte dabei wie immer die Reihenfolge der Abbildungen, was man sich 
in einem Diagramm aufzeichnen kann: 


Beweis. Fir u, u’ € U ist 
(FoG)(u+u’) 


F (Gu +u')) = F (Glu) + Gv’) 

F (G(u)) + F (G(v’)) 
(FoG)(u)+(FoG)yw’). 

Ganz analog zeigt man (F o G)(Au) = A(F 0 G)(u). Oo 


II 


In Aufgabe 3 zu 1.4 hatten wir gesehen, wie man fiir eine Menge X und einen 
Vektorraum W die Menge Abb (X, W) zu einem Vektorraum machen kann. Ist 
auch X = V ein K-Vektorraum, so definiert man 

Hom x«(V, W) :={F: V > W: F ist K-linear}. 
Falls klar ist, welcher Korper K gemeint ist, schreibt man einfacher 
Hom (V, W). 
Bemerkung 2. Fiir Vektorradume V und W tiber demselben Korper K ist 

Hom x«(V, W) c Abb (V, W) 

ein Untervektorraum. 
Beweis. Fir F, G €e Hom, (V, W) und € K ist zu zeigen, da} F+G undAF 


wieder K-linear sind. Das ist aber klar, denn fiir alleo, 7 € K undv, w € V 
ist 


(F + G)(ov+ tw) F(ov+tw)+G(ov+tw) 
= oF(v)+tF(w)+oG(v) +tG(w) 
= o(F(v)+G(v))+ 7 (F(w) + G(w)) 


= o(F +G)(v) + t(F + G)w) 


und 
(A. F)(ov+ tw) 


AF(ov+tw) =A(oF(v) + TF (w)) 
OAF(v) + tAF(w) =o(A: F)(v) + tA: F)(w). 


Wir vermerken noch, dafi der Nullvektor in Hom x (V, W) die Nullabbildung 
0: V>W mit O(v):=0 firalleve V 
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ist, und die zu F: V — W negative Abbildung gegeben ist durch 
—F: V>W mit (—F)(v):=-—F(v) fiiralleve V. a) 


Die Dimension von Hom (V, W) werden wir in 2.4.2 berechnen (siehe auch 
Aufgabe 6 zu 2.4). 


2.1.4. Im Spezialfall V = W setzt man 
End (V) := Hom(V, V), 


das sind die Endomorphismen von V . Diese Menge wird, wie wir in 2.1.3 gese- 
hen haben, zu einem Vektorraum mit Addition und Multiplikation mit Skalaren. 
Man kann iiberdies eine Multiplikation durch die Hintereinanderschaltung er- 
klaren, in Zeichen 


F-G:=FoG fir F,GeEnd(V). 


Satz. Ist V ein K-Vektorraum, so ist End (V) zusammen mit der oben erklarten 
Addition und Multiplikation ein Ring. 


Der einfache Beweis sei dem Leser tiberlassen. In 2.6.4 werden wir sehen, daB 
dieser Endomorphismenring fiir endlichdimensionales V zu einem Matrizen- 
ring isomorph ist. Damit erhalt man eine Methode, viele der interessanten Un- 
terringe von End(V) durch die Gestalt der entsprechenden Matrizen zu be- 
schreiben. 


Aufgaben zu 2.1 


1, Sei X eine Menge und V der R-Vektorraum aller Funktionen f: X — R. Beweise: 
Ist p: X — X eine beliebige Abbildung, so ist die Abbildung 


Fo VeS> AV Sea eo 
R-linear. 


2. Untersuche die folgenden Abbildungen auf Linearitat: 


a) R? > R?, (x, y) > (3x +2y,x), b)R>R, xrhax+bh, 
\o@oR, (x, y)Hx4+V2y (iiberQ), dCoOC, zHzZ, 
e) Abb(R,R) > R, fr fil), fhC > C, zt>Z (tiber R). 


3. Fiir einen Endomorphismus F: V — V ist die Menge Fix F der Fixpunkte von F 
definiert durch Fix F := {v € V: F(v) = v}. 


a) Zeige, daB Fix F C V ein Untervektorraum ist. 


b) Sei der Endomorphismus F gegeben durch 
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P22 
DFR Roe O61 «fx, 
3) Cah = 


ii) F: R(t] > R[t], Pw P’, 

ili) F: D(R, R) > D(R,R), fr f’. 

Bestimme jeweils eine Basis von Fix F. 
4. Zeige, daB die Menge Aut(V) der Automorphismen eines Vektorraums V mit der 
Komposition von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe ist. 


5. Sei F: V > V ein Endomorphismus des Vektorraums V und v € V, so daf fiir eine 
natiirliche Zahl n gilt: 

F"(v) #0 und F"t!'(v) =0. 
Beweise, daB dann vu, F(v),..., F”(v) linear unabhangig sind. 


6. Ist F: V — W ein Isomorphismus und V = U; ® U2, so ist W = F(U;) ® F(U2). 


2.2 Bild, Fasern und Kern, Quotientenvektorraume* 


Nachdem wir eine ganze Reihe formaler Eigenschaften von linearen Abbildungen be- 
handelt haben, soll nun versucht werden, die ,,Geometrie“ solcher Abbildungen etwas 
besser zu verstehen. 


2.2.1. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so nennen wir 


Im F := F(V) das Bild von F (vgl. 1.1.3), 
F-'(w) :={v eV: F(v) =w} die Faser iiber w € W und 
Ker F = F~'(0) den Kern von F . 


Bemerkung. Jst F: V — W linear, so gilt: 

a) Im F C W und Ker F C V sind Untervektorrdume. 
b) F surjektiv > Im F = W. 

c) F injektiv > Ker F = {0}. 


d) Ist F injektiv, und sind v\,..., Uv, € V linear unabhdngig, so sind auch die 
Bilder F(v,), ..., F (vn) linear unabhdngig. 
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Beweis. a) und b) und die ,,Hinrichtung* von c) sind ganz klar. Gibt es umge- 
kehrt zwei verschiedene v, v’ € V mit F(v) = F(v’), so folgt F(v — v’) = 0, 
alsoO #4 v—v' € KerF. 


Zu d) nehmen wir an, daB 
Mi F(v,;) +... UnF (Un) =0. 


Die linke Seite hat wegen der Linearitat das Urbild jz, v; +... + UnUn, wegen 


der Injektivitat folgt 
Mi +...+Mntn = 0, 


alsoueie= SO O 
Eine besonders wichtige Zahl fiir eine lineare Abbildung ist die Dimension ihres 
Bildes. Man nennt sie den Rang, in Zeichen 
rang F :=dimImF . 
Insbesondere beschreibt eine Matrix A € M(m xn; K) eine lineare Abbildung 
A: K"°> K", xPpy=Ax, 


wobei die Vektoren x € K" und y € K” als Spalten geschrieben sind, und als 


Rang von A, in Zeichen 
rang A, 


bezeichnet man den Rang dieser linearen Abbildung. Ist (e;,..., e,) die kano- 
nische Basis des K”, so sind 
Aé\,..., Aen 
die Spalten von A, also ist 
Im A = A(K") = span (Ae), ..., Aen), 


das ist der Spaltenraum von A. Also ist der gerade erklarte Rang von A gleich 
dem in 1.5.8 eingefiihrten Spaltenrang. Will man ihn berechnen, so geniigt es, 
A auf Spaltenstufenform, d.h. ‘A auf Zeilenstufenform zu bringen (vgl. 1.5.7). 


2.2.2. Die Begriffe Bild und Faser hat man analog fiir eine beliebige Abbildung 
F: X — Y zwischen Mengen, und X wird durch die Fasern in disjunkte Teil- 


mengen zerlegt: " 
Kea Wee Be One 
yelm F 
Wir wollen untersuchen, wie diese Faserung im Fall einer linearen Abbildung 
aussieht. Dazu zunachst ein einfaches, aber typisches 
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Beispiel. Wir betrachten die Abbildung 
FPF: R >R (") aa (= as) 
; Xo —x, +x ) © 
Es ist Im F = R- (2,1), Ker F = R.- (1, 1), und fiir (2b, b) € Im F ist die 
Faser die Gerade mit der Gleichung x. = x, + b, also 


F-'(2b,b) = (0,b)+R-(1,1) 
= {(A, bE Aad eR). 


= A Ker F 3p 4 
F-1(y) Ba 


F-1(2b, b) 


Bild 2.4 
Die Fasern sind also parallele Geraden, der Kern ist die einzige Faser durch den 
Nullpunkt. Allgemein gilt die 
Bemerkung. Ist F: V — W linear, w € ImF undu € F~'(w) beliebig, so 
ist 
F'(w) =u+KerF = {u+v: v € KerF}. 
Beweis. Ist v' € F~'(w), so folgt 
F(’')=Ftu) > F(v'-u)=0>5 0:=v -ue KerF 
=> v=u+veu+KerF 
Ist umgekehrt vo = u+v € u+ KerF, soist F(v') = F(u) = w, also 
v' € F7!(w). Oo 


2.2.3. Teilmengen, die durch ,,Parallelverschiebung“ eines Untervektorraumes 
entstehen, erhalten einen eigenen Namen. 


Definition. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraumes V heiBt ein affiner Un- 

terraum, falls es ein v € V und einen Untervektorraum W C V gibt, so dah 
X=v+W := {ue V: es gibteinw € W mitu =v+w} 

(Bild 2.5). Es ist vorteilhaft, auch die leere Menge einen affinen Unterraum zu 

nennen. 


110 2 Lineare Abbildungen 


Beispiele fiir affine Unterraume des R" sind Punkte, Geraden und Ebenen (vgl. 
Kap. 0). 


X=v+W 


Bild 2.5 
Bemerkung. Sei X = v+ W C V einaffiner Unterraum. Dann gilt: 
a) Fiir ein beliebiges v' € X ist X =v' + W. 
b) Ist v' € V und W' C V ein Untervektorraum mit v + W = v'+ W’, so folgt 
W = W'undv' —ve W. 


Kurz ausgedriickt: Zu einem affinen Unterraum v + W ist der Untervektorraum 
W eindeutig bestimmt, und der Aufhdngepunkt v kann beliebig in X gewahlt 
werden. 


Beweis. a) Wir schreiben v’ = v + w’. 
Xcuv+W: uex u=v+w mitweW 
uev+w 


=> 

> u=v'+(w-wv’) 

=> 

> u=v+(wt+w’)euvt+w. 


v+WCxX: u=v'+weuv+w 
b) Definiert man 
X-X:={u-w: u,u' € X} 
als die Menge der Differenzen (man beachte den Unterschied zu der in 1.1.2 
definierten Differenzmenge X \ X = 9), so sieht man ganz leicht, daB 
X-X=W und X-X=W’ 
sein mu8. Also ist W = W’. 


Wegenv+W = v’'+ W gibteseinw € W mitv’ = v + w. Also ist 
v—v=we W. Oo 


Da fiir einen affinen Unterraum X = v + W C V der Untervektorraum W 
eindeutig bestimmt ist, konnen wir durch 
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dimX := dimW 
die Dimension von X erklaren. 
2.2.4. Wir zeigen nun, wie man Basen wahlen kann, die mafgeschneidert sind 
fiir eine lineare Abbildung (vgl. 2.4.3). 
Satz. Sei F: V > W linear und dimV < oo. Sind Basen 
@ireeenty) vonKerF, (wi,...,w,) voniImF, 
sowie beliebige Vektoren u, € F~'(w,), ..., uy € F~'(w,) gegeben, so ist 
PAD A(a aes Urn Un eas UL) 
eine Basis von V. 
Insbesondere gilt die Dimensionsformel dimV = dimIm F + dim Ker F. 
Beweis. Fir v € V sei 
F(v)=myuj,+...+p,-w, und v :=pyu,t+...+p,u,. 
Wegen F(v) = F(v’) folgt v — v’ € Ker F, also 
v—v =A, +... HAgUE 


und 
V = py +... + Mu, HAY, +... FAY. 


Also wird V durch A erzeugt. Ist 


Muy +... + pwpu, +Ayy, +... +Apy, =O, (*) 
so folgt durch Anwendung von F 
woe ow, =O, also y=... =2,=0, 
da w),..., w, linear unabhangig sind. In (x) eingesetzt ergibt sich 
Ayu; +... + Apu, =O, alsoaAy,...,A, =O 
da v,,..., Ug linear unabhangig sind. oO 


Als unmittelbare Folgerung aus der Dimensionsformel notieren wir: 


Korollar 1. [st V endlichdimensional und F: V — W linear, so gilt fiir alle 
nichtleeren Fasern 


dim F~'(w) = dimV — dimIm F .. Oo 
Korollar 2. Zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorradumen V und W gibt 
es genau dann einen Isomorphismus, wenn dimV = dimW. oO 


Korollar 3. Sei dimV = dimW < cound F: V — Wi linear. Dann sind 
folgende Bedingungen gleichwertig: 
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i) F injektiv 
ii) F surjektiv 
iii) F bijektiv Oo 


2.2.5. Durch weiteres Spielen mit den Basen aus Satz 2.2.4 erhalt man folgen- 
den 


Faktorisierungssatz. Sei F: V — W linear und 
A= (uj,..., Uy, V1,.-+, Ux) eine Basis von V 
mit Ker F = span (vj,..., vx). Definieren wir U = span (u),..., u,), So gilt 
LV =U '@ Ker F. 
2) Die Einschrankung F|U: U — Im F ist ein Isomorphismus. 


3) Bezeichnet P: V =U ® Ker F > U, v =u-+0' b u, die Projektion auf 
den ersten Summanden, so ist F = (F|U) o P. 


In Form eines Diagrammes hat man 


FL 
U Teen 


Insbesondere hat jede nichtleere Faser F~'(w) mit U genau einen Schnittpunkt, 
und es ist 


P(v) = F"\(F(v)) NU. 


Man kann also F: V — W zerlegen (oder faktorisieren) in drei Anteile: ei- 
ne Parallelprojektion, einen Isomorphismus und die Inklusion des Bildes. Der 
zur Konstruktion erforderliche direkte Summand U ist allerdings nicht eindeu- 
tig bestimmt, er hangt ab von der Wahl der Basisvektoren u,,...,u,. Wenn 
in V eine Winkelmessung mOglich ist (vgl. Kapitel 5), kann man U eindeu- 
tig machen durch die Vorschrift, auf Ker F senkrecht zu stehen. Die Umkeh- 
rung ImF — U von F|U nennt man einen Schnitt, da sie aus jeder Faser 
genau einen Punkt ausschneidet. Als gute Illustration kann Beispiel 2.2.2 mit 
kK —7a—slidienens 
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4 4 

V F(v) 
A 7 WwW 
P(v) 
F-(F() u : : 
FU 
su 
¥ Im F 
Cr J 
Bild 2.6 


Beweis. 1) folgt aus der Charakterisierung direkter Summen in 1.6.3. 

Wegen Ker F|U = (Ker F) MU = {0} ist F|U auch injektiv, also Isomor- 
phismus mit Bild Im F’. 3) folgt aus der Konstruktion von P. Ist schlieBlich 

vé€Vundv=us+vu mitu € U undv Ee KerF, 
so ist u = P(v), also F(v) = F(u) = F(P(v)) =: w. Ist tiberdies w,,..., w, 
eine Basis von Im F mit F(u;) = w;, 
w= pyw,+...+pu,w, undv e F'(wynU, 

so folgt v = wyu; +... + p,U,. oO 
Zur Vorbereitung auf den gleich folgenden Abschnitt tiber lineare Gleichungs- 


systeme ist es niitzlich, die gerade beschriebene allgemeine Situation fiir eine 
durch eine Matrix A € M(m xn; K) in Zeilenstufenform gegebene Abbildung 


A: K" > Kk” 
zu betrachten. Sind (in der Notation von 0.4.3) j,,..., j, die Indizes der Pivot- 
spalten, und sind e;,,..., €;, die zu diesen Indizes gehorigen Basisvektoren des 


K", so sind die Bilder 
Alé},),<--, Ale;,) 6K” 


(das sind gerade die Pivotspalten) eine Basis von 


Im (A) = span (e},...,e,). 
Dabei ist mit (e}, ..., e,,) die kanonische Basis des K” bezeichnet. Also ist 
WR —ISPAanlC)ierc.-.., Cj.) 


in diesem Fall ein direkter Summand zum Kern von A im Sinn von 1.6.3. Der 
Leser mége das zur Ubung prizise begriinden. 

Fiir die erste Lektiire wird empfohlen, den Rest dieses Abschnittes zu tiber- 
blattern und bei 2.3 wieder einzusteigen. 
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2.2.6. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so sind die Fasern von F nach 
2.2.2 die zum Untervektorraum Ker F C V parallelen affinen Raume. Wir wol- 
len nun umgekehrt zu jedem vorgegebenen Untervektorraum U C V eine linea- 
re Abbildung mit Kern U konstruieren. Dazu bendtigt man man einen Vektor- 
raum W als Bild; wir zeigen, daf es dafiir einen kanonischen Kandidaten gibt, 
den ,,Quotientenvektorraum* W = V/U. Da die Konstruktion ziemlich ab- 
strakt ist, wollen wir zundchst etwas inhaltlichen Hintergrund bereitstellen. 


Beispiel 1. Sei V = R’ und U C V eine Gerade durch den Ursprung. Man 
nennt zwei Punkte v, v’ € R? dquivalent, wenn die Differenz in U liegt, in Zei- 
chen 

vy ov —veU. 
Geometrisch bedeutet das, daB v und v’ gleich weit entfernt von U sind, wo- 
bei die Entfernung von Punkten links von U negativ und rechts von U positiv 
gerechnet sein soll. 


Bild 2.7 


Es ist ganz einfach zu sehen, da8 dadurch in V eine Aquivalenzrelation im Sinn 
von 1.1.8 erklart wird. Die Aquivalenzklassen sind die zu U parallelen Geraden, 
das sind die affinen Raume aus 2.2.3. 

Der Leser mache sich auch die Analogie zu den Restklassen modulo m aus 
1.2.7 klar: Dort wurde die Gleichheit abgeschwacht zur Kongruenz, hier wird 
gleich ersetzt durch gleich weit entfernt. 


Beispiel 2. a) Wir betrachten den unendlich-dimensionalen Vektorraum 
C(R) ={f: R-> R: f stetig} . 
Eine beliebige Teilmenge X C R sei vorgegeben, ihr Komplement A := R~\ X 
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soll die Rolle einer Ausnahmemenge spielen, d.h. die Werte von f auf A werden 
als unwesentlich angesehen. Damit kénnen wir den Untervektorraum 


T(X) :={f €C(R): f(x) = Ofiir alle x € X¥} C C(R) 
der ,,unwesentlichen“ Funktionen betrachten und fiir f, g € C(IR) 
th Big €1(X) 
erklaren. In Worten bedeutet das, f und g sind im wesentlichen (d.h. auBerhalb 


A) gleich. Auch diese Aquivalenz ist eine kontrollierte (von A abhangige) Ab- 
schwachung der Gleichheit. 


b) Eine Variante davon ist die folgende: Man benutzt auf R ein Integral (et- 
wa das Riemann- oder besser das Lebesgue-Integral), d.h. ein Integral, mit dem 
m6glichst viele Funktionen integrierbar sind. Sei 


L(R) := {f: R—- R: f integrierbar} 


und 


N :=(f € L(R): if lf (t)|dt = 0} c LR). 
R 


Nach den Rechenregeln fiir ein Integral folgt, da8 WV C C£(R) ein Untervektor- 
raum ist. Man beachte, da8 NV unendliche Dimension hat, denn etwa die Funk- 
tionen f; mit f,(t) = 0 fiir t i sind fiir i € N in NV linear unabhingig. 

Fir f, g < C(R) bedeutet f +,g dann 


/ If(t) — g(t)|dt = 
R 


Dafiir sagt man auch, f und g sind ,,fast tiberall“ gleich, denn die Menge 
{te R: f(t) F g()} 


muB sehr klein sein. 


2.2.7. Sei nun ganz allgemein V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervek- 
torraum. Fiir v, v’ € V erklaren wir die Aguivalenz modulo U 


Vint ev —veU. 
Aus den Eigenschaften eines Untervektorraumes folgt ganz einfach, daB die Be- 


dingungen fiir eine Aquivalenzrelation aus 1.1.8 erfiillt sind. 
Die Aquivalenzklasse eines v € V ist gleich dem affinen Unterraum, also 


{v' eV: vvu}sut+U, 


denn 
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vyueu—veU © esgibteinu € U mit’ =v+u. 
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit V/U bezeichnet, die kanonische 
Abbildung sei 

oe VoV/U={v+U: vEV}, vRowv)=v4+U. 
Dabei wird jedem Punkt der ihn enthaltende affine Raum zugeordnet, oder an- 
ders ausgedriickt wird jeder Vektor ersetzt durch die Menge all der zu ihm 
gleichwertigen Vektoren. Im Extremfall U = 0 ist die Aquivalenz die Gleich- 
heit und 9 wird bijektiv. Fiir U = V ist alles Aquivalent, und V/U besteht nur 
aus einem Element. 


Nun kommt der entscheidende Schritt, namlich die Beobachtung, da man 
mit den affinen Réaumen rechnen kann wie mit Vektoren. 


Satz. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann kann 
man die Menge V/U auf genau eine Weise so zu einem K -Vektorraum machen, 
dafs die kanonische Abbildung 


e@ VoV/U, vRYev+U, 
linear wird. Weiter gilt: 
1) @ ist surjektiv. 
2). Kero U8 
3) dimV/U = dimV — dimU, falls dimV < oo. 


4) Der Quotientenvektorraum V /U hat die folgende universelle Eigenschaft: 
Ist F: V — W eine lineare Abbildung mit U C Ker F, so gibt es genau 
eine lineare Abbildung F: V/U — W mit F = F og. Das kann man in 
Form eines kommutativen Diagramms schreiben: 


F 


lee 


Weiter ist Ker F = (Ker F)/U. 


W 


Man nennt V/U den Quotientenvektorraum von V nach U. Diese Bezeichnung 
entspricht der Vorstellung, da8 man U aus V ,,herausdividiert‘, weil U in V/U 
zur Null wird. 
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Beweis. Zur voriibergehenden Unterscheidung werden die neu zu definierenden 
Verkniipfungen in V/U mit + und ., die alten in V mit + und ohne Symbol 
bezeichnet. Soll @ linear werden, so mu8 


(v+U)+(w+U) =a(v) +0) = oe(v+w) =(v+w)4+U, 
A-(v+U) =A-e(v) =e(Av) =Av+U 
gelten. Also gibt es nur eine Méglichkeit, die gesuchten Verkniipfungen in V/U 
zu erklaren: 
(v+U)+(wt+U):=(v+w)+U, A-(VU+U):=Av+U. 


Es ist jedoch keineswegs klar, da diese ,,Definition“ sinnvoll ist. Man mu 

noch zeigen, da sie von der Wahl der Reprasentanten v und w unabhangig ist; 

dann sagt man, durch + und - seien Verkniipfungen in V/U wohldefiniert. 
Seien also weitere Reprasentanten v’, w’ gegeben, d.h. 


v+U=v'+U und wt+U=vw'+U, 


Dann ist v'—v € U und w’ — w € U, also (v' + w’) — (v+ w) € U, und somit 
(siehe Bild 2.8) ; : 
(vu+tw)+U=(+w)+U. 


Analog zeigt man, dag 
Av+U =Av'+U, 


d.h. auch die Multiplikation mit Skalaren ist in V/U wohldefiniert. 


Bild 2.8 
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Der Nachweis der Vektorraumaxiome in V/U mit Hilfe der entsprechenden Re- 
chenregeln in V bereitet keinerlei Probleme, das sei dem Leser zur Ubung emp- 
fohlen. Nullvektor in V/U ist U, denn 


(v+U)4+U =(v+U)+04U) =(4+04+U=v+0U, 
und der zu v + U negative Vektor ist —v + U. Diese Rechnungen zeigen, dai 
die Unterscheidung von + und + tiberfliissig ist. 

Die zusatzlichen Aussagen sind ganz einfach. 1) folgt aus der Definition 
von g. Istu + U = U,soistv € U, also folgt 2). 3) folgt aus der Dimen- 
sionsformel in 2.2.4. eS 

Zu 4) bemerkt man zunachst, da8 wegen der Forderung F = F og fiir alle 
veV ges vs 

F(v) = F (e(v)) = F(v + U) 
sein mu8. Dadurch ist F auch wohldefiniert: denn ist v-+ U = v’ + U, so folgt 
v—veUcKerF, also F(v) = F(v). 
Die Linearitat von F ist klar. Die Gleichung Ker F = Ker F/U folgt aus 
v+U €KerF @veKerF Sv4+U €KerF/U, 


wobei zu bedenken ist, da8 Ker F/U C V/U ein Untervektorraum ist. Oo 


Eine Schwierigkeit beim Versténdnis der Quotientenstruktur besteht wohl dar- 
in, da8 Mengen von Vektoren (in diesem Fall affine Raume) zu neuen Vektoren 
werden. Aber Vektor zu sein hat keine individuelle Bedeutung; ein Vektor mu8 
sich nur innerhalb einer Gesamtheit von Vektoren (d.h. in einem Vektorraum) 
nach den dort geltenden Spielregeln (den Axiomen) verhalten. In diesem Sin- 
ne ist z.B. auch eine Funktion ein Vektor, d.h. ein Element oder ,,Punkt eines 
Vektorraumes (vgl. 1.4.1, Beispiel e). 


2.2.8. Manchmal mag es beruhigend sein, wenn man einen abstrakten Quoti- 
entenvektorraum durch etwas Konkreteres ersetzen kann. Dazu betrachten wir 
noch einmal die Beispiele aus 2.2.6. 


Beispiel 1. Fir eine Gerade U C V = R? ist der Quotient V/U eindimensio- 
nal. Jeder affine Raum v + U € V/U kann durch einen Reprasentanten v € V 
gegeben werden, und man kann die Reprasentanten alle auf einen Streich in fol- 
gender Weise erhalten: Ist V’ C V eine von U verschiedene Gerade durch 0, 
so schneidet V’ jeden affinen Raum v + U in genau einem Punkt (Bild 2.9). 
Bezeichnet man mit 


Qe: Vio V/U, vev+U, 
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die Beschrankung der kanonischen Abbildung g, so wird g’ zu einem Isomor- 
phismus. Man kann also in gewisser Weise den abstrakten Quotientenvektor- 
raum V/U durch einen konkreten Untervektorraum V’ ersetzen. V’ ist direkter 
Summand im Sinne von 1.6.3, d.h. es ist 
V=UOV’', 

und die Umkehrung von o’ ist ein Schnitt im Sinn von 2.2.5. Aber V’ hat den 
Nachteil, nicht eindeutig zu sein. Ein besonders ausgezeichneter direkter Sum- 
mand ist die zu U senkrechte Gerade U~ (vgl. dazu 5.4.8). 


/ V =R-. 


/ 
v+U=w+U 
Bild 2.9 


DaB die elementargeometrische Vorstellung hier nicht immer hilfreich ist, sieht 
man an 


Beispiel 2. a) Die Elemente aus C(R)/Z(X) sind Klassen auf R stetiger Funk- 
tionen, die auf X gleich sind. Eine solche Klasse kann man stetige Funktion auf 
X nennen, damit hat man Stetigkeit auch auf nicht-offenen Teilmengen X C R 
erklart. 

Das geht zum Gliick auch etwas weniger abstrakt. Sei 

F(X) ={g: X > R} 
der Vektorraum aller auf X definierten Funktionen und 
a: C(R) > F(X), fr fIX, 
der Einschrankungshomomorphismus. Wir definieren 
C(X) :=Imo = {g € F(X): es gibtein f € C(R) mitg = f|X} C F(X) 
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als den Vektorraum der auf X stetigen, d.h. auf R stetig fortsetzbaren Funktio- 
nen. Offenbar ist Kero = Z(X), also hat man nach der universellen Eigen- 
schaft des Quotientenvektorraumes ein Diagramm 


C(R) —"2—-F (X) 
Q 


oO 
C(R)/Z(X) 


wobei 0 wegen Kero = Kero /Z(X) = 0 injektiv ist. Der abstrakte Quoti- 
entenvektorraum C(R)/Z(X) kann also als Untervektorraum des konkreteren 
Vektorraumes F(X) aufgefaBt werden. 

b) Der Quotientenvektorraum 

L(R) := L(R)/N 

besteht aus den Klassen fast tiberall gleicher Funktionen. Im Gegensatz zu a) 
kann man ihn nicht als Untervektorraum von F(R) realisieren (warum?). In 
Aufgabe 6 zu 5.1 wird er mit einer Norm versehen. Das ergibt einen brauch- 


baren Begriff der Konvergenz; der Preis dafiir ist, da8 man Funktionen durch 
Aquivalenzklassen ersetzen muB. 


2.2.9. Nach diesen Beispielen wieder zuriick zur allgemeinen Theorie. Wir zei- 
gen, da8 man den Quotientenvektorraum weitgehend durch einen direkten Sum- 
manden ersetzen kann. Dessen Existenz war im endlich-dimensionalen Fall in 
1.6.3 gezeigt worden. Im allgemeinen Fall ist das zwar auch noch richtig, aber 
fiir die Praxis nutzlos. 

Satz. Sei V = V; ® V2 und g: V — V/V) die kanonische Abbildung. Dann ist 

o :=elV;: Vi > V/V 

ein Isomorphismus. 


Beweis. Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung v = v; + v2 mit v; € V; 
und v2 € V>. Weiter ist 


Q(v) = Q(y; + v2) =v) +02 + V2 =v, + V2 = Q'(v). 
Daraus folgt sofort, da8 Q’ bijektiv ist. Oo 
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Aufgaben zu 2.2 
1, Sei F: R” — R” gegeben durch die folgenden Matrizen: 


1 
te? 3 
Gt), 


Bestimme jeweils Basen von Ker F und Im F. 


oes Oe 


ia) 0 
el OO 
By) -O'G.Oceak 
Tt GeOWro 


2. Sei J C R ein Interval] und 

d:DU;R)> DU;R), fr f’. 
Zeige, daB d eine R-lineare Abbildung ist, und gib eine Basis von Ker d an. Wie sieht 
Ker d aus im Fall, da® 7 disjunkte Vereinigung von Intervallen ist? 
3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F: V — V ein Endomorphismus. 
Definiere: Wo := V und W;,, := F(W,) fiir i € N. Dann gilt: Es gibt ein m € N mit 
Win+i = Wry fiir alle i € N. 
4. Sei F: V — V linear mit F? = F. Zeige, daB es Untervektorraume U, W von V 
gibt mit V = U @ W und F(W) = 0, F(u) = u fiir alle u € U. 


5. Sei F: R® — R?* gegeben durch die Matrix 


2 1 3 
( PGE 2h : 
a) Bestimme Basen A = (u, v}, v2) des R® und B = (w, w’) des R?, so daB 
Ker F = span (vj, v2), Im F = span (w) und F(u) = w. 

b) Gib fiir x € Im F eine Parametrisierung der Faser F~'(x) an, und zeige, daB jede 

nichtleere Faser F~! (x) genau einen Schnittpunkt mit U = span (u) hat (vgl. 2.2.5). 
6. Beweise das Lemma aus 1.5.8 noch einmal, aber benutze nun, da8 die Projektion 
am: W — K""" linear und injektiv ist. 
7. Sei F: V — W linear und U C W ein Untervektorraum. Zeige, da8 dann 

dimF~'(U) = dim(U N Im F) + dimKer F . 


8. Gib einen neuen Beweis von Teil a) der Bemerkung aus 2.2.3 unter Benutzung der 
Aquivalenzrelation ~, in V. 


9. Zeige mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraumes, daf fiir 
Vektorraume V, W sowie einen Untervektorraum U Cc V die lineare Abbildung 

{F ¢ Hom(V, W): F|U =0} > Hom(V/U,W) mit Fw F 
(vgl. Satz 2.2.7) ein Isomorphismus von Vektorraumen ist. 
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2.3 Lineare Gleichungssysteme 


Mit Hilfe der bisher entwickelten Techniken von Vektorraumen und linearen Abbil- 
dungen kénnen wir nun lineare Gleichungssysteme noch einmal von einem etwas ab- 
strakteren Standpunkt aus behandeln und dabei auch die in Kapitel 0 versprochenen 
Begriindungen nachliefern. 


2.3.1. In Kapitel 0 hatten wir nur den reellen Vektorraum R” betrachtet. Man 
kann ihn fiir einen beliebigen K6rper K durch K” ersetzen, da bei der Behand- 
lung von linearen Gleichungssystemen nur die Korpereigenschaften der reellen 
Zahlen verwendet wurden. 

Wir betrachten jetzt allgemein eine Matrix A = (a;;) € M(m x n; K) und 
eine Spalte b = '(b,...,b») € M(m x 1; K). Daraus ergibt sich das Glei- 
chungssystem 


A-x=b, dh. ) ajx;=b, firi = 1, ame (#*) 

j=l 

Man nennt 4 
Arx=0, Udhi ) ayx; = 0 ‘fird =iemeen (*) 

Ved 


das zu (**) gehdrige homogene System; ist b # 0, so nennt man das System 
(*) inhomogen. Die Mengen 


Lés (A; /b) := {x KE Aaa = Dick 


nennt man Lésungsrdume. Entscheidend fiir die Theorie ist die Beziehung zu 
der durch A beschriebenen linearen Abbildung 


F: K"> K", xprPA-x, 


denn es ist Lés (A, b) = F~'(b), also insbesondere Lés (A, 0) = Ker F. 
Nach 2.2 ist die ,,GroBe* der Losungsraume festgelegt durch die Zahl 


r := rang F = rang A = Spaltenrang A. 
Genauer folgt aus 2.2.3 und 2.2.4 das 


Korollar. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A-x = b mit m Gleichun- 
gen und n Unbekannten, es seir = rang A. Dann gilt fiir die Losungsrdume: 


1) Los (A, 0) C K” ist ein Untervektorraum der Dimension n — r. 


2) Los(A,b) C K" ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimension 
n—r.Istv € Los (A, b) beliebig, so ist 


Los (A, b) = v + Los (A, 0). 0 
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Anders ausgedriickt sagt man dafiir: Die allgemeine Losung eines inhomoge- 
nen linearen Gleichungssystems erhalt man durch die Addition einer speziellen 
Losung des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Losung des 
zugehorigen homogenen Gleichungssystems. 


2.3.2. Der Lésungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems enthdlt 
als Untervektorraum stets die triviale Losung 0, fiir ein inhomogenes System 
gibt es keine triviale Losung. In 0.4.4 hatten wir durch Umformung der erwei- 
terten Koeffizientenmatrix am Ergebnis ablesen konnen, ob es Losungen gibt. 
Auch das kann man etwas abstrakter ansehen. 

Wir vergleichen dazu die Matrizen A vom Rang r und (A, b). Die erweiterte 
Matrix hat eine Spalte mehr, also ist 


r <rang(A,b)<r+1. 


Satz. Der Loésungsraum des linearen Gleichungssystems A - x = b ist genau 


dann nicht leer, wenn 
rang A = rang (A, b). 


Diese Bedingung wurde in den Jahren 1875/76 von G. FONTENE, E. ROUCHE 
und F.G. FROBENIUS gefunden (vgl. [Fr]). 
Beweis. A beschreibt eine lineare Abbildung 
ASK > Ke x > Alix... 
und (A, b) beschreibt eine lineare Abbildung 
AG ie Ke Adee 

Sind (e;,..., ,) und (e;,..., e/,, ,) die kanonischen Basen, so gilt 

A(e\) = A’(e;), .-., A(én) = A'(e,) und A’(e,,,) = bd. 
Bei der Abbildung A’ kommt also b nach Konstruktion im Bild vor, wahrend 
das bei A gerade zu entscheiden ist. Wegen Im A C Im A’ ist stets 

rang A < rang A’. 


Also ist rang A = rang A’ gleichbedeutend mit Im A = Im 4’, d.h. nach Defi- 
nition von A’ mit b € Im A. oO 


Hat man (A, b) auf Zeilenstufenform gebracht, so ist der Zeilenrang gleich der 
Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen. Verwenden wir die Gleichheit von 
Zeilenrang und Spaltenrang (vgl. 1.5.8 und 2.6.6), so folgt die 
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Bemerkung. Sei 


(A, b) = 


Dann ist rang A = rang (A, b) genau dann, wenn 
eps big Sh a Oo 


2.3.3. Wie im reellen Fall zeigt man, daB sich jede Matrix durch elementare Zei- 
lenumformungen auf Zeilenstufenform A bringen 1aBt (vgl. 0.4.7), und daB sich 
der Lésungsraum nicht andert, wenn man dabei die Spalte b zu b mit umformt, 
d.h. ape 

Los (A, b) = Los (A, b) 


(vgl. 0.4.6). 
2.3.4. SchlieBlich betrachten wir noch einmal den Fall, daB die erweiterte Koef- 


fizientenmatrix in Zeilenstufenform und der Losungsraum Lés (A, b) nicht leer 
ist. Nach eventueller Umordnung der Spalten von A k6nnen wir annehmen, da 


a\\ 
a22 
(A, b) = 
0 
MMA O TUL i — alee UNG; aie ne een 


Die in 0.4.4 konstruierte Parametrisierung miissen wir nun genauer ansehen. 
Die dort berechneten Koeffizienten tragen wir in Matrizen ein: 


D' := (dy) € M(x 7; K), ~C’:= (cy) € MG 
Diese werden vergrofert zu 
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‘Ex D’ 
Clg )eMinxk m und Perl - Jeminxr 


k 
das ergibt lineare Abbildungen 
gaie ,pi> D-b, und po: K* > K"5. Aw C-A; 
wobei b = '(b,,..., b,), und nach der in 0.4.4 ausgefiihrten Rechnung ist 
®,: K‘ + K" gegebendurch ,(A) = y(b) + Po(A). 
Nach Konstruktion von ®, gilt fiir alle b € K’ 
,(K*) C Lés(A, b) = v(b) + Lés (A, 0). 

Fir b = O sieht man an der Matrix C, daB Do injektiv ist. Weiter ist nach 2.3.1 
dim Lés (A, 0) = k, also folgt 

o(K*) = Los (A, 0), 
und durch Verschiebung um ¢(b) ergibt sich daraus 

,(K*) = Los (A, b). 
Man beachte, daB hierbei wieder die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang 
benutzt wird: Die Dimension von Lés (A, b) ist nach der Dimensionsformel aus 


2.2.4 durch den Spaltenrang bestimmt, an der Zeilenstufenform liest man den 
Zeilenrang ab. Insgesamt ist folgendes bewiesen: 


Satz. Sei (A, b) in Zeilenstufenform mit r = Zeilenrang A und b € K’. Dann 
hat die in 0.4.4 konstruierte von b abhdngige Parametrisierung 
®,: K”’ — Los(A,b) Cc K" 

folgende Eigenschaften: 
1) Bo: K"" — Los(A, 0) C K” ist ein Vektorraumisomorphismus. 
2) Dy: K"’ — Los(A, b) C K" ist fiir jedes b € K’ bijektiv. 
3) Es gibt einen Homomorphismus gy: K' — K", so dafs fiir alle b € K’ 

®,=9(b) +.) und Lés(A,b) = y(b) + Lés(A, 0). 0 
Damit ist die Frage nach Lésbarkeit von linearen Gleichungssystemen beant- 
wortet und auch die Abhangigkeit der Losungsmenge von der ,,rechten Seite“ 
b explizit beschrieben. Die oben angegebene Abbildung g: K’ — K” ist ein 
Schnitt im Sinne von 2.2.5. 


Ist das System nicht in Zeilenstufenform, so kann man zeigen, daB der Uber- 
gang yom urspriinglichen b zum umgeformten b durch einen Isomorphismus 


Sk® —K”", bre db, 
beschrieben wird. In 2.7.7 zeigen wir, wie man S berechnen kann. 


126 2 Lineare Abbildungen 


2.3.5. Zur Beschreibung der Losungen eines linearen Gleichungssystems be- 
nutzt man oft eine weitere Sprechweise. Eine Basis (w), ..., w,) von Lés (A, 0) 
hei&t Fundamentalsystem von Loésungen des homogenen Systems. Ein beliebi- 
ges v € Los (A, b) heiBt spezielle Losung des inhomogenen Systems. Dann hat 
man eine Darstellung 
Los (A, b) =v+Ku,+...+ Kuy,, 

und die Linearkombinationen der Losungen sind eindeutig. Man erhalt die Vek- 
toren w),..., Ww, als Spalten der in 2.3.4 konstruierten Matrix C. Dabei ist je- 
doch Vorsicht geboten, weil die Zeilen von C anders angeordnet sind, wenn die 
Pivotspalten nicht die Voraussetzung j; = i erfiillen. 

Es lohnt sich nicht, den allgemeinen Fall aufzuschreiben, wir geben lieber 
ein typisches 


Beispiel. Wir betrachten das Gleichungssystem in Zeilenstufenform und mit be- 
liebiger rechter Seite: 


mitn = 7,m=5,r = 4, ji = 2; jo = 3.3. = 554. OUNG a eDannist 
X; =A, Xq = Az, X7 = Az, und daraus ergibt sich 


Xo = by—2x7 =b4—2A3, 
Xs = b3—x5=b3—b4,4+2A3, 
X30 = bo +xX44+X5 — 2x6 — X7 = bo +: b3 — 3b4 +A2 + 5Az, 
Xp = db, —2x44+x5+ 4x6 = b, + b3 + 3b4 — 2Ay — 6A3. 
Tragt man die erhaltenen Koeffizienten in die entsprechenden Matrizen ein, so 
wird 
OP OR ORO 1. SO. 530 
SL AOR Hes: 0 —2 -6 
0 Mlvealet=3 0.41 hots 
D= 1.20/00 0. bis. Cs4. Oe 
001 -1 O; 7) pO seam 
OF ORO sae 0 oO -2 
On ORO 7 2.0 O°-,O0gma 
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Die Spalten von C sind das Fundamentalsystem, D -b ist fiir jedes b € K* eine 
spezielle Losung. 


2.3.6. Zwei wichtige Spezialfalle linearer Gleichungssysteme haben eigene Na- 
men. Besteht der Losungsraum aus genau einem Element, so nennt man das Sy- 
stem eindeutig losbar. Aus dem bisher Bewiesenen folgt sofort die 


Bemerkung. Fiir A € M(m x n; K) undb € K" sind folgende Bedingungen 
gleichwertig: 


i) Das lineare Gleichungssystem A - x = b ist eindeutig ldsbar. 


ii) rang A = rang (A, b) =n. i) 


In diesem Fall besitzt das zugeh6rige homogene Gleichungssystem A - x = 0 
nur die triviale Losung 0. 

Ist m = n, so kann man ii) ersetzen durch rang A = n. Dies bedeutet, daB 
die lineare Abbildung A: K” — K” surjektiv, also nach Korollar 3 aus 2.2.4 
sogar bijektiv ist. Bezeichnet A~' die inverse Abbildung, so ist die eindeutige 
Losung x gegeben durch 

~ = ANB): 
Nach 2.5.5 ist A~' beschrieben durch die inverse Matrix. 

Ist die Matrix A € M(m x n; K) vom Rang m, so ist die lineare Abbildung 
A: K" — K”™ surjektiv, also ist der Losungsraum von A- x = b fiir jedes 
b € K"" nicht leer. Ein solches Gleichungssystem nennt man universell losbar. 

Ist der Rang von A kleiner als m, so ist das System nur fiir spezielle b losbar. 
Ein Rechenverfahren, dies bei festem A fiir ein gegebenes b zu entscheiden, 
leiten wir in 2.7.7 ab. 


Aufgaben zu 2.3 


1. Ein Nahrungsmittel enthalt Schadstoffe S;, ..., Ss, die bei der Produktion und Lage- 
rung als Bestandteile von Pflanzenschutzmitteln auftreten. Auf den einzelnen Stationen 
werden die folgenden Pflanzenschutzmittel benutzt: 


Station Mittel 
Landwirt A 
Rohproduktlagerung 


Veredelungsbetrieb 


Se ee LS ieee 


B 
C 
Grossist und Transport D 
E 


Einzelhandler 
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Die folgende Tabelle gibt die prozentuale Zusammensetzung der Mittel A,. . .,E wieder: 


Fiir das fertige Produkt ergibt die Nahrungmittelanalyse die folgenden Werte (in Ge- 


wichtseinheiten): 
S; S2 $3 S4 Ss 


075) 2:25..0'65) e160 O75 


Ermittle, wieviel (in Gewichtseinheiten) die einzelnen Stationen zur Schadstoffbela- 
stung beitragen. 


2. Es seien Metall-Legierungen M;, Mz und M3 gegeben, die alle Kupfer, Silber und 
Gold enthalten, und zwar in folgenden Prozentsatzen: 


Kupfer Silber Gold 


Kann man diese Legierungen so mischen, da8 eine Legierung entsteht, die 40% Kupfer, 
50% Silber und 10% Gold enthalt? 


3. Zeige: Ist die Matrix A € M(m x n; K) in Zeilenstufenform und r der Rang von A, 
So ist (€),..., e,) eine Basis vonIm A C K”. 


4. Bestimme fiir das folgende Gleichungssystem in Zeilenstufenform mit beliebiger 
rechter Seite Matrizen C und D wie in 2.3.4, so daB die Spalten von C ein Fundamen- 
talsystem bilden und D - b fiir jedes b € R° eine spezielle Lésung ist. 


0 1 -!l 2:40) SORE 
OO Fe 2h 1 2 7) 
OO 0) =1 4° 0 sia 
ODO, 0520 0 9-7 1 | bg 
O00 0 5.0.0) 0 34 ibs 
OO WE aA 0; 0 
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5. Gegeben seien die Matrizen 
3h Sea 8), 2 
A=] 4 6 5 Vf pl 
i 3 2S 


—- WA 
aN WwW 


8 
4 


a) Untersuche die folgenden Gleichungssysteme darauf, ob sie eindeutig lésbar sind: 


2 4 
Ax = 47, Bx= 1 
9 7 


b) Untersuche die Gleichungssysteme Ax = b und Bx = b darauf, ob sie universell 
losbar sind. 


6. Sei der Untervektorraum W C R" gegeben durch m lineare Gleichungen ¢, ..., Qn, 
d. h. 

W = {x ER": 9) (x) =... =.¢,(%) =0}. 
Zeige, daB dann W bereits durch eine einzige (nicht notwendig lineare) Gleichung be- 
schrieben werden kann. Genauer gilt: Es existiert ein Polynom f € R[{t),..., t,] mit 


Wan ((Ociate set Xp) te orth Cory ies ty =O}, 
Zeige, daB diese Aussage auch gilt, falls man R durch einen endlichen Korper K ersetzt. 
7. Finde neue (ktirzere) Beweise fiir Satz 0.2.4 und Aufgabe 2a) zu 0.3. 


8. Zeige, daB eine Teilmenge L des R° eine Gerade ist (d. h. es existieren v, w € R°, 
w #0, mit L = v + Rw) genau dann, wenn es eine Matrix A € M(2 x 3; R) mit 
rang A = 2undeinb € R? gibt, so daB L = {x € R®: Ax = b}. Was bedeutet das 
geometrisch? 
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Eine Abbildung F: X — Y von Mengen ist nach Definition eine Vorschrift, die je- 
dem Argument x € X einen Wert F(x) € Y zuordnet. Dabei ist im allgemeinen nichts 
dariiber ausgesagt, wie die Vorschrift auszusehen hat, also kann man die Bilder ver- 
schiedener Argumente vollig unabhangig voneinander wahlen. 

Ganz anders ist die Situation fiir eine lineare Abbildung F: V — W zwischen Vek- 
torraéumen. Kennt man einen Wert F(v), so ist F auf der ganzen Geraden K v festgelegt. 
Will man fiir einen weiteren Vektor v’ € V den Wert beliebig vorschreiben, so darf also 
v’ nicht auf der Geraden K v liegen. Durch F(v) und F(v’) ist dann F auf der ganzen 
Ebene Kv + Kv’ festgelegt, usw. 
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2.4.1. Die Frage, durch wieviele Vorgaben eine lineare Abbildung festgelegt ist, 
hat eine einfache Antwort: 


Satz. Gegeben seien Vektorraume V und W, sowie Vektoren v,,...,v, € V 

und w,,..., w, © W. Dann gilt 

1) Sind vy, ..., v, linear unabhdngig, so gibt es mindestens eine lineare Abbil- 
dung 


F:V>W, mt FW) =w, fir = eee 
2) Ist (v,,..., v,) eine Basis, so gibt es genau eine lineare Abbildung 
F: V > W) mit Fu) =) fin =e 
Dieses F hat folgende Eigenschaften: 
a) Im F = span (w,..., w,). 


b) F injektiv © w,,..., w, linear unabhangig. 


Beweis. Wir beginnen mit Teil 2). Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung 
v=A\y,+...+A,v,, 
wegen F'(v;) = w; und der Linearitat von F muB also 
F(v) =A,;w, +... +A,w, (*) 


sein. Also gibt es hochstens ein solches F,, namlich das durch (*) erklarte. Man 
darf nun allerdings nicht versdumen zu zeigen, da die durch (x) erklarte Ab- 
bildung wirklich linear ist. Das folgt aus den Rechnungen 


F(vu+v) F(Ajy +... +A,v, +A; +... +A/Lv,) 
= F(Q,+A))u. +...+(, +A;)u,) 
= (A, +A,))wi +... +A, +A,)w, 
Aywy +... +A,w, +A,wi +...A,w, 
F(v) + F(v’) 


und 
F(\v) = FAA, +... +AA;,u,) = AAW, +... +AA-w, =AF(v). 
Die Inklusion Im F C span (w,, ..., w,) ist klar. Ist umgekehrt 
w=pjw,+...+u,w,, sofolgt w= F(ujy,+...+4,v,). 


Zu b) nehmen wir an, w),...,w, sei linear abhangig. Dann gibt es 
(Has ates ee) F210, -3., 0) mit 


Miwst+...+ph-w, =0, 
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und es folgt F(w,v; +...+4,v,) = 0; also ist F nicht injektiv. Umgekehrt sei 
F(v) = 0. Wir schreiben 


v=A,v,;+...+A,v,, dannist A,;wy+...+A,w, =0. 


Wegen der linearen Unabhangigkeit von w,,..., w, folgta; =... =A, = 0, 
also v = 0. Damit ist 2) bewiesen. 
Ist vj, ..., v, nun linear unabhangig, so konnen wir diese Familie zu einer 
Basis 
leks tre UT ae Un) 
erganzen und durch Vorgabe beliebiger weiterer Werte w,4,,..., w, entspre- 


chend 2) ein F mit 
F(v;)=w; firi=1,...,n 


finden. An dieser Konstruktion kann man erkennen, wie weit F von der Ein- 
deutigkeit entfernt ist: ein Ma8 dafiir ist die Zahl n — r. Oo 


2.4.2. Der Satz aus 2.4.1 tiber die Erzeugung von linearen Abbildungen hat zahl- 
reiche Folgerungen. 


Korollar 1. [st V ein Vektorraum mit einer Basis B = (v,,..., Un), So gibt es 
dazu genau einen Isomorphismus 


Op: Kk” > V mit zp(e;) =v; firj=1,...,n, 
wobei (€,, ..., €,) die kanonische Basis von K" bezeichnet. i) 
®z heif&t Koordinatensystem, damit werden wir uns in 2.6.1 weiter beschafti- 
gen. 


Korollar 2. Zu jeder linearen Abbildung F: K" — K" gibt es genau eine 
Matrix A € M(m x n; K), so daB 


Bi Ay 
fiir alle Spaltenvektoren x € K". 


Man braucht also in diesem Fall zwischen linearen Abbildungen und Matrizen 
nicht mehr zu unterscheiden. 


Beweis. Man schreibe F(e)),..., F(e,) als Spaltenvektoren nebeneinander, 
das ergibt A. O 


Einen solchen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen 
gibt es nicht nur in den Standardraéumen: 


Satz. Gegeben seien K -Vektorraume 
V mit Basis A=(vj,...,U,) und W mit Basis B= (wy,...,Wm)- 
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Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F: V + W genau eine Matrix A = 
(a;;) € M(m x n; K), so daB 


m 
F(vj)) =") ajw;, fir j =1,....0, (*) 
t=l 


und die so erhaltene Abbildung 
M2: Hom(V,W) > Mim xn; K), FR A=M@g(F), 
ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen. 
Kurz gesagt: Nach Wahl fester Basen kann man lineare Abbildungen durch Ma- 


trizen (d.h. relativ abstrakte durch konkrete Objekte) ersetzen. Man bezeichnet 
MF) als die Matrix, die F beziiglich der Basen A und B darstellt. 


Beweis. Da B Basis ist, sind die Linearkombinationen aus (*) und somit auch 
die Spalten der Matrix A eindeutig bestimmt. Gehort zur Abbildung G die Ma- 
trix B = (bij), so ist 
m m m 
(F + G)(vj) = F(vj) + Gv) = Do aywi +) by wi = )O@j + biy)wi, 
i=! i=] i=l 


und fiir A € K ist 
m m 
(AF)(vj) =A F(vj) =A) ayjw; = ) Qay)wi. 
t=1 i=l 


Daher ist die Abbildung Mj linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach 2.4.1 genau 
ein F’, das darauf die durch Bedingung (*) festgelegten Werte annimmt. Also 
ist M# bijektiv. Oo 
Zusatz. Im Spezialfall V = K" und W = K" mit den kanonischen Basen K 
und K’ ist der kanonische Isomorphismus 

MX: Hom(K", K") > M(mxn;K), FRA, 
die in Korollar 2 beschriebene Beziehung. O 


Mit Hilfe einer Basis kann man Vektoren eindeutig als Linearkombinationen 
darstellen. Der obige Satz zeigt, wie man Abbildungen als Vektoren betrachten 
und mit Hilfe zweier Basen analog verfahren kann. Dazu sei 
tebe k 

Fi: V > W. erklirt durch F/(y):= 4 02 "=! 

sonst. 
Dann ist M#(F;) = E/ (mit der Bezeichnung aus 1.5.1), und die m - n Ab- 
bildungen F/ bilden eine Basis von Hom (V, W). Die zur Linearkombination 
eines beliebigen F nétigen Skalare stehen an passender Stelle in Mz‘(F). 
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Die naheliegende Frage, wie sich die Matrix A andert, wenn man in V und 
W neue Basen einfiihrt, wird in 2.6.5 beantwortet. 


2.4.3. Als Folgerung aus 2.2.4 erhalt man, da8 bei Benutzung der dort konstru- 
ierten Basen auch die darstellende Matrix besonders einfach wird. 


Korollar. Sei F: V > W linear, n = dimV, m = dimW undr = dimIm F. 
Dann gibt es Basen A von V und B von W, so dag 


Mz (F) = ao 
; oo pe 
Dabei bezeichnet E, die in 1.5.7 eingefiihrte r-reihige Einheitsmatrix. 


Beweis. Es geniigt, die in 2.2.4 gewahlte Basis von Im F zu einer Basis 
IS (Hinncag thay uyenn neonate) 
von W zu erganzen. Oo 


2.4.4. Ist der Bildraum W gleich dem Urbildraum V (d.h. hat man einen Endo- 
morphismus), so setzt man am besten auch A = B und zur Vereinfachung der 
Notation Mz := Mé, sowie End(V) = Hom (V, V). Der Vektorraumisomor- 
phismus 

Mp: End(V) > M(n x n; K) 


ist dann charakterisiert durch die Gleichungen 
n 


F(vj) = > aj; RUE floes oe 
(=) 

wenn B = (v;,..., v,) und A = (a;;) = Mg(F). 

Die n-reihige Einheitsmatrix E,, = (4;;) beschreibt dabei die identische Ab- 
bildung, in Zeichen . 

Mg(idy) = E, . 

Die zu 2.4.3 analoge Frage, fiir einen Endomorphismus eine besonders einfache 
Basis zu finden, ist weit schwieriger zu beantworten. Sie ist Gegenstand von 
Kapitel 4. 


Aufgaben zu 2.4 
1. Gibt es eine lineare Abbildung F: R? — R? mit 
HAO = (On) rCl, I= 6,2), Fl. 2) = (2, 3)? 
2. Sei B = (sin, cos, sin- cos, sin’, cos”) und V = spanB C Abb(R, R). Betrachte 


den Endomorphismus F: V > V, f +> f’, wobei f’ die erste Ableitung von f 
bezeichnet. 
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a) Zeige, daB B eine Basis von V ist. 

b) Bestimme die Matrix Mp(F). 

c) Bestimme Basen von Ker F und Im F. 

3. Fiirn € N sei V, = span(1,...,¢”) C R[t] mit der Basis B, = (1,..., t”) und 
Dit Va: ae Vie whee 

der Ableitungshomomorphismus. 

a) Bestimme die Matrix Ms" , (Dn). 

b) Zeige, daB es eine lineare Abbildung Z,: V,-; > V, gibt mit D, o Z, = id und 


bestimme My""! (Zn). 


4. Sei V = {f € R[t]:deg f < 3} mit der Basis B = (1, t,t, t*). Wir betrachten die 
linearen Abbildungen 


1 
Povo oR. pi [roa und G:V>OR, fr (ft, fO, fd)). 
-1 


a) Es seien K und XK’ die kanonischen Basen von R und R?. Bestimme die Matrizen 
MB (F) und ME,(G). 

b) Zeige: Ker G C Ker F. 

c) Es gibt eine lineare Abbildung H: R? > Rmit HoG=F. 


5. Seien V und W endlichdimensionale Vektorraume mit V = V; ® V2, W = W; @ W2 
sowie F: V — W linear mit F(V;) C W; fiir i = 1, 2. Zeige, daB es Basen A von V 


und B von W gibt mit 
A AO 
Mg (F) = 
Ome 733 


wobei A € M(dimW, x dimV,; K), B € M(dimW)2 x dimV); K). 


6. Zeige ohne Verwendung von Matrizen, daf die in 2.4.2 definierten Abbildungen 
F/: V — W eine Basis von Hom(V, W) bilden. 


7. Sei 
—2 3 2D 3 
A=] .-3 5 0 1 
-1 2 -—2:-2 


und F: R4 > R? die durch F(x) = Ax definierte lineare Abbildung. Bestimme Basen 
A von R‘ und B von R? mit 
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Mi (F) = 


SP i= 


0 
1 
0 


ee Ss 
Sr S&S 


8. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F: V —> V linear mit F2 = F. 
Zeige, daB es eine Basis B von V gibt mit 


lie (Y 
Mp(F) = 
0 0 
Hinweis: Aufgabe 5 und Aufgabe 4 zu 2.2. 


9. Zeige: Ist F: V — V ein Endomorphismus des endlichdimensionalen Vektorraums 
V mit dim Fix F = r (vgl. Aufgabe 3 zu 2.1), so existiert eine Basis B von V mit 


EE, * 
Mp(F) = ( . 
QO * 
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2.5.1. In 2.1.3 hatten wir gesehen, da8 fir lineare Abbildungen G: U > V 
und F: V — W die Komposition F o G: U — W wieder linear ist. Im 
Spezialfall U = K', V = K", W = K” sind F und G entsprechend 2.4.2 
durch Matrizen A und B gegeben, und wir wollen ausrechnen, welche Matrix 
C die lineare Abbildung F o G beschreibt. Das folgende Diagramm soll die 
Ubersicht erleichtern: 


K’ Pan} K" nA Kk? 
Zi 
x} 
3 YI 
x= Pe y= : (er sty 
Yn 
x; 
Zm 
Ist B = (bj,) € M(n x r; K) und y = B(x), so folgt 
Vy = di% +... + b;,x, Mite} 2 oe saclay (b) 
A = (a;;) € M(m x n; K) und z = A(y) bedeutet 
eave caine, turd = 1,.......7, (a) 


und schlieBlich C = (c;,) € M(m x r; K), z = A(B(x)) bedeutet 
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Zp SCX et Girxkn fri = dee (c) 
Setzt man (b) in (a) ein, so erhalt man 


aj (bX) aR O0S Se bi,x,) states + in(DniX1 ROO OME DarXr) (c’) 
(aid) +... + Gindni) x) +... + Giidir +... + GinDar) xr - 


Zi 


Vergleich von (c) und (c’) ergibt 
Ci = Ady +... + GinDais-.-. Cir = iD +... + inDar - 


Unter Verwendung von Summenzeichen schreibt sich das so: 


ia 
i ay fi ya, (= bus) bi? Sr (= cuban 
j=) eat ik=1 j=l k=1 
r 
= e (3: abn) x= > cere ’ 
k=1 \ j= k=l 
also ist 


Ch = > aijbj flr t=, 5.577) Und) ke — alee 
=I 
Diese kleine Rechnung, die nur auf der Umordnung einer Summe beruht, hat 
wichtige Konsequenzen. Man kann damit eine Multiplikation von Matrizen pas- 
sender Grofe erklaren. 


— 


2.5.2. Zur Definition der Multiplikation von Matrizen nehmen wir 
A=(ajj)€M(m xn; K) und B=(bj)€eMmxr,K), 


d.h. die Spaltenzahl von A muf mit der Zeilenzahl von B tibereinstimmen. Dann 
ist das Produkt 


n 
A-B= (cx) €M(mxr;K)_ erklart durch cj, = D5 aijdjx- 
j=l 
Die Matrix A - B hat also so viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie B, die 
gemeinsame Zahl n verschwindet bei der Multiplikation. Diese Gro8enverhalt- 
nisse kann man durch folgendes Schema zum Ausdruck bringen: 


2.5 Multiplikation von Matrizen 137 


bi a 6 
: 3 : n 
ai Ain Cu - Cir 


Hieran sieht man auch gut, wie 
Cik = Aj dy +... + GinDne 


aus der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B entsteht. Ansonsten ist es 
aber recht unpraktisch, Matrizen bei der Multiplikation so anzuschreiben. Ein 
Beispiel der tiblichen Schreibweise ist 


1 -—2 
1 2 -1 1 1 -5 
0 -l 
0 1 2 —2 |- i ; = 0 1 
2 -l1 0 -3 —l| -3 
1 0 
Ist speziell m = r = 1 und n beliebig, so ist 
b 
AAR — (ayn a») : =a\b)+...+a,b,€ K =M(1 x1; K). 
by 
Man beachte, daB dagegen 
a a,b; oe ab, 
say) = : : € M(n xn; K) 
an and, care anbn 


gilt. 
Ist speziell m = n = r, so kann man fiir A, B € M(m x m; K) sowohl A- B 
als auch B - A bilden, im allgemeinen ist aber A- B # B- A. Zum Beispiel ist 
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1 0 eg Pe, Ya fa) 
0 0 0 0:/ 1 Ovum 
0 1 oe) be 0 0 
0 0 o oy © iO mpee 


Daran sieht man auSerdem, da das Produkt von zwei Matrizen die Nullmatrix 
ergeben kann, obwohl beide Matrizen von der Nullmatrix verschieden waren. 


Beispiel. Ist f = (fi,..-, fm): R" — R” eine differenzierbare Abbildung 


aber 


(das heiBt fi,..., fm: IR" — R sind differenzierbare Funktionen) mit 
f() = 0 (diese Annahme dient nur zur Vereinfachung der Bezeichnungen), 
und sind y;, ..., Y, die Koordinaten im R", so sei 
oft Sct» i 
HO -- Ho 
Ag= : : 
ay, 9) ay, 0) 
die sogenannte JACOBI-Matrix von f im Punkte Null. 
Ist g = (g1,.--, 8n): IR’ > R" eine weitere differenzierbare Abbildung mit 
g(0) = 0, und sind x;, ..., x, Koordinanten im R’, so bezeichnen wir mit 
) 7) 
sO) eo 
B= : : 
O2n On 
a0) coctes (0) 
die Jacobimatrix von g im Punkte Null. Isth := fog: R’ — R"” und 
h = (hy,..., hm), So gilt fiir die Jacobimatrix von h im Punkt Null 
a (0). oes GeO) 
: : =A-B. 
in(Q) .--, %e() 


Ox, Ox, 

Das folgt sofort aus den Rechenregeln fiir die partiellen Ableitungen. Diese Ver- 
kniipfungseigenschaft der Systeme partieller Ableitungen war im 19. Jahrhun- 
dert einer der Ausgangspunkte fiir die Entwicklung des Matrizenkalkiils gewe- 


sen. 
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2.5.3. Zwei Spezialfalle der Matrizenmultiplikation sollen noch besonders er- 
wahnt werden. 


a) Drehungen des R” um die Winkel w und £ werden nach 2.1.1 beschrieben 


durch 
ae a — sing andi Bits cosB —sinB 
sina cosa sinB cosB 
Die Hintereinanderausfiihrung ist eine Drehung um den Winkel a + 6, und sie 
wird beschrieben durch B - A, das bedeutet 


cos(a+f) —sin+f) \ _ 
sinta+B) cosia+p) | 


cosacosB —sinasinB —(sinacos B + cosa sin B) 
cosa sin B + sina cos B cosa cos B — sina sin B 

Da8 die Eintrage auf beiden Seiten gleich sind, ist die Aussage der sogenannten 

Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus. Dem Leser sei empfohlen, in diesem 


Fall die Gleichheit A - B = B - A nachzuweisen, denn das ist bei Matrizen ein 
bemerkenswertes Ereignis. 


b) Die Multiplikation einer m x n-Matrix A mit einer n x 1-Matrix, d.h. einer 
Spalte x haben wir schon lange benutzt zur Beschreibung der linearen Abbil- 


dung 
A: K" > K", xph\aA-x. 


Mit Hilfe der Matrizenmultiplikation geschrieben bedeutet die in 2.5.1 durch- 
gefiihrte Rechnung dann 


A-(B-x)=(A-B)-x 
fiir jede (r x 1)-Matrix x. Das ist ein Spezialfall des Assoziativgesetzes fiir die 
Matrizenmultiplikation, das in der folgenden Sammlung von Regeln enthalten 
ist. 


2.5.4. Rechenregeln fiir Matrizen. Sind Matrizen A, A’ € M(m x n; K) und 
B, B’ €M(nxr; K),C €M(r x s; K) undid € K gegeben, so gilt: 


I)A-(B+B’) =A-B+A-B und(A+A’))-B=A-B+A’'-B. 
(Distributivgesetze) 


2) A- (AB) = (AA): B=AX(A- B). 
3) (Ac ByeG= Ae (BE): (Assoziativgesetz) 
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4)'(A- B)='B-'A. 
5) E, -A=A-E, =A. (Neutralitadt der Einheitsmatrix) 


Beweis. 1), 2) und 5) sind ganz einfach und erfordern héchstens etwas Schreib- 
arbeit. Fiir den Beweis von 4) mu8 man sorgfaltig mit den Buchstaben umge- 
hen: Ist A = (a;;) und B = (bjx), So ist 


n 
A-B=(cx). mitc, = Yo aijdjx, also ‘(A-B)=(¢,;) mite, = cx. 
j=l 
Weiter ist 
‘B= (b,,) mith, =b und 'A=(aj;) mitaj, =a, 


also 
n n n 
'BA= (dki) mit ay; => iba) => Yo bina = Yo aijbjs ° 
j=l j=l j=l 


Also ist c,; = di. 
Bleibt der Beweis des Assoziativgesetzes 3). Dazu betrachten wir die betei- 
ligten Matrizen als lineare Abbildungen: 


KK 
Nach 1.1.5 gilt das Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderschaltung von Ab- 


bildungen, also ist 
(Aco B)oC=Ao(BoC). 


In 2.5.1 haben wir gezeigt, daB die Hintereinanderschaltung der Abbildungen 

durch das Produkt der Matrizen ausgedriickt wird. Das liefert die Behauptung. 
Wer bei diesem Kniff Unwohlsein empfindet, mége zur Linderung noch ein- 

mal Summen umordnen: Sei A = (a;;), B = (bj,) und C = (cy). Dann ist 


n 
A-B=(ajx) mitaj, =) aydje, 
j=l 


r 


(A-B)-C =(dy)_ mitdy = > (32150) Cu 
j=l 


k=1 
Weiter ist 


B-C = (Bj) mit By =) djcu, 
k=1 


also 
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A-(B-C)= (di) mitdi, = aj: (34x) 
k=1 


J=1 
Die beiden Summen fiir dj, und dj, enthalten genau die gleichen Summanden, 
also ist dj, = dj). Oo 


Anstelle von A - B schreibt man fiir das Produkt von Matrizen meist nur AB. 
Nach den Regeln 2) und 3) kann man auch Klammern weglassen und einfach 


AAB bzw. ABC 
schreiben. 
Vorsicht! In der Rechenregel 4) steht auf der rechten Seite der Gleichung nicht 
'A -'B. In dieser Reihenfolge kénnte man die Matrizen im allgemeinen nicht 


einmal miteinander multiplizieren. Aber selbst wenn A, B € M(n xn; K) gilt, 


ist im allgemeinen 
‘(A 1B) #°A>"B. 


Man kontrolliere das an Beispielen nach. Auch von der Richtigkeit des Asso- 
Ziativgesetzes sollte man sich anhand von einigen Beispielen tiberzeugen, denn 
es ist gar nicht selbstverstandlich (und eine gute Kontrollmdéglichkeit fiir die 
Rechnung). 


Im Spezialfall quadratischer Matrizen folgt aus diesen Regeln das 
Korollar. Die Menge M(n x n; K) mit der Addition aus 1.4.1 und der Multi- 
plikation aus 2.5.2 ist ein Ring. Oo 
2.5.5. Es ist eine naheliegende Frage, wie der Rang der Produktmatrix von den 
Rangen der Faktoren abhingt. Man hat folgende Abschatzungen: 
Lemma. Ist A € M(m x n; K) und B € M(n xr; K), so gilt 

rang A + rang B —n <rang(A- B) < min {rang A, rang B} . 


Beweis. Wir betrachten die Matrizen als lineare Abbildungen, das ergibt ein 
Diagramm 


K’ A-B K” 


BA PR 
ze 


Weiter definieren wir F’ := A|Im B. Dann ist 
Im F’=Im(A-B) und KerF’=KerANImB. 
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Die Dimensionsformel aus 2.2:4 angewandt auf F’ ergibt 
rang (A- B) = rang F’ = dimIm B—dim Ker F’ = rang B—dimKer F’. (x) 


Daraus folgt rang (A- B) < rang B. DaIm(A- B) Cc ImA, folgt die Abschatz- 
ung nach oben. Wegen Ker F’ C Ker A folgt aus (*) weiter 


rang (A - B) > rang B — dimKer A = rang B + rang A—n, 


wobei die letzte Gleichung nach der Dimensionsformel fiir die Abbildung A 
gilt. Das ergibt die Abschatzung nach unten. 
Sie ist scharf, wenn Ker F’ = Ker A, also wenn Ker A C ImB. oO 


2.5.6. Wir betrachten den kanonischen Isomorphismus aus 2.4.2 im Fall m = n, 


also 
Hom (K", K") > M(n xn; K) 


und fragen, welche quadratischen Matrizen die Isomorphismen 
F: K" + kK" 
beschreiben. Ein Isomorphismus hat eine Umkehrung F~' mit 
Fo FV=F No F =idga: 
Ubersetzt in die entsprechenden Matrizen ergibt das die 


Definition. Eine Matrix A € M(n x n; K) heiBt invertierbar, wenn es ein 
A’ € M(n x n; K) gibt mit 


Av A= A > A= E,- 


Bemerkung 1. Die Menge 
GL (n; K) = {A € M(n xn; K): A invertierbar } 


mit der Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung ist eine Gruppe mit neu- 
tralem Element E,,. 


Sie heiBt die allgemeine lineare Gruppe (general linear). 


Beweis. Zunachst ist zu zeigen, daB die Matrizenmultiplikation tatsachlich ei- 
ne Multiplikation in GL (n; K) induziert, d.h. daB fiir A, B € GL(n; K) auch 
A-Be€eGL(n; K) gilt. Seien A’ und B’ so gewahlt, daB 

AA =AA=E, = BR swe e 
gilt. Dann ist 

(B’A’)(AB) = E, = (AB)(B‘A’) 
nach dem Assoziativgesetz fiir die Matrizenmultiplikation, also ist AB inver- 
tierbar. Es bleiben die Gruppenaxiome G1 und G2 nachzuweisen (vgl. 1.2.2). 
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Das Assoziativgesetz gilt in GL (n; K), denn die Multiplikation ist sogar in 
M(n x n; K) assoziativ. 

Die n-reihige Einheitsmatrix hat die Eigenschaft eines neutralen Elementes, 
und zu A € GL (n; K) gibt es nach Definition ein Inverses A’. Oo 


Wie wir in Abschnitt 1.2.3 gesehen haben, ist das Inverse A’ eindeutig bestimmt, 
und wie tiblich schreibt man dafiir A~'. Es gilt dann 


(A) =A und (AB)! =B AT 

Bemerkung 2. Fiir eine Matrix A € M(n x n; K) sind folgende Bedingungen 
gleichwertig: 

i) A ist invertierbar. 

ii) ‘A ist invertierbar. 
iii) Spaltenrang A =n. 
iv) Zeilenrang A = n. 
Auferdem ist (‘(A)~' =‘(A7'). 


Beweis. i) = ii) folgt aus ‘(A~')‘A = '(AA7') ='E, = Ej, und ii) => i) er- 
gibt sich daraus durch Transposition. i) < iii) ist eine Folgerung aus 2.2.4, und 


ii) + iv) ergibt sich wieder durch Transposition. Oo 
Aufgaben zu 2.5 
1. Gegeben seien die Matrizen 
—1 2 -1 0 1 0 
A :="\a0 3 5 eB = (0) 0 -!1 i Cr : ’ 
1 8 =7 0 -!l 0 
—7 
1 4 
B(-i to 8), E=| 0 5 
6 8 


Berechne alle méglichen Produkte. 


2. In dieser Aufgabe betrachten wir Eigenschaften ,,diinn besetzter Matrizen, in denen 
viele Eintrage Null sind. 


144 2 Lineare Abbildungen 


a) Sein € NX {0} und J = {1,...,}. Wir betrachten die Menge J x 1 CN XN. 
Finde fiir k € N Gleichungen fiir die ,,Gerade‘ L in J x J durch (1, k) und (2, k +1) 
sowie fiir die Gerade L’ durch (k, 1) und (kK + 1, 2). Finde weiter Ungleichungen 
fiir den Halbraum H in J x I, der oberhalb von L liegt und den Halbraum H’, der 
unterhalb von L’ liegt. 


I 
fetes Bie, t 


ly este Ge OA Reet 


+ e + + + + 


Bild 2.10 


b) Formuliere und beweise folgende Aussagen: 


0 
0 0 


Biss _ 


0 0 


c) Eine Matrix A = (a;;) € M(n x n; K) heiBt echte obere Dreiecksmatrix, falls 
aij =O fiir i > j. Zeige, daB eine echte obere Dreiecksmatrix A nilpotent ist, d. h. 
es existiert ein m € N mit A” = 0. 

3. Sind die folgenden Teilmengen Unterringe? 

a) {(aj) €M( x n; K):a;; = 0 fiir’ > j} CM(n xn; K) 

b) {(aij) € M(x x n; K): aj; = Oftiri > j +k oder j >i +k} C M(n xn; K), 
wobei k € N 


c) i © ) eM x 21R):6 6 @,6,6 68) CM x2) 
€ 
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0 
gd ( 5 ) eM 2 Ba, be KI CMA x2: ® 


€) {(a;) € M@ xn: K)-4;; = 0 far i F j oderi > k} CM(n xn; K), wobeik EN. 


4. Sei K ein Korper und n < N~. {0}. 
a) Fri. € K gilt OC E,)B = BOE,) fix alle B € M(n x nn; K). 


b) Zeige: Ist A € M(m x mn: K) mit AB = BA fiir alle B € M(n x rn: K), so existiert 
emnice K mitA=iE£,,. 


_b 
sscic=i(¢ )-a.b em) cman 2m) 
a 


a) Zeige, daB C ein KOrper ist 
b) In C ist die Gleichung X* + 1 = 0 lésbar. 
c) C ist als Korper isomorph zu C. 
6. Zeige, daB fir eine Matrix B < M(n x £: R) die Abbildung 
®- Mm xn: BR) —~ MOn xk: BR), APWA-B, 
stetig ist 
7. Zeige, daB die Abschatzung 
rangA + rangB —n < rang(AB) < min{rangA, rangB} 
aus 2.5.5 far den Rang der Produktmatrix in beide Richtungen scharf ist, d. h. finde 
Beispiele far 
rangA + rangB —n = rang(AB) und rang(AB) = min{rangA, rangB} . 


8. Wir wollen eime Methode angeben, um die Inverse einer Matrix auszurechnen: 
Sei daza A € M(t x nz; K) imvertierbar, dh. rang A = n- Zeige: Ist 


4b 
x= : 
Zni 
die Losung des Gleichungssystems Ax = €;, so ist 


Jui --- Tun 
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Berechne auf diese Weise die inverse Matrix von 


Ik Flutes 

l 34 p= 2 
Je\ Fe 

OP lees 6 

hy 43585 3 


9. Fiir eine differenzierbare Abbildung 
f-R° SRY x (SiG), «eee 

ist die Jacobi-Matrix von f im Punkt x definiert durch 

rs) fi 

ac (F400) : 

Ox; 
Ist m = 1 und f zweimal stetig partiell differenzierbar, so versteht man unter der 
Hesse-Matrix von f im Punkt x die Matrix 

af 

Hess jan Cae 


Ox; Ox; 


a) Berechne die Jacobi-Matrix einer linearen Abbildung F: R” > R”, x > Ax, 
wobei A € M(m x n; R). 


b) Sei 


n 
P:R" >R, (x,...,%n) b> Yai xixy +)" bi, 
i<j i=l 


wobei a;;, b; € R. Berechne die Jacobi-Matrix und die Hesse-Matrix von P. 


2.6 Koordinatentransformationen 


Eine immer wiederkehrende Methode in der linearen Algebra ist es, durch Anwendung 
passender Begriffe langweilige Rechnungen mit Schlachten gegen Indizes zu vermei- 
den. Das ist etwas gefahrlich, weil dadurch ein Trainingsriickstand im Rechnen entste- 
hen kann. Daher vertrauen wir in diesem Abschnitt besonders darauf, daB der Leser 
nebenbei zur Ubung geniigend viele Beispiele rechnet. 


2.6.1. Sei wieder V ein Vektorraum mit einer Basis B = (uv), ..., v,). Entspre- 
chend 2.4.2 gehort dazu genau ein Isomorphismus 

Og: K">V_ mit Og(e))=0, “firngH dng 
wobei (e), ..., €,) wie immer die kanonische Basis des K" bezeichnet. Nach 


Definition ist 
Dg (Xj fees Xp) = XU) 4a. ee eee 


Man nennt ®, das durch B bestimmte Koordinatensystem in V und 


2.6 Koordinatentransformationen 147 


P(t}, 22. ee) = Pe (v) eK" 
die Koordinaten von v = x,V,; +... +XnUp.- 


2.6.2. Fiir Anwendungen ist es wichtig, verschiedene Koordinaten ineinander 


umzurechnen. Dazu nimmt man an, es seien in V zwei Basen A = (vj,..., Un) 
und B = (w),..., Wn) gegeben. Dann hat man ein Diagramm von Isomorphis- 
men 
K" 
OD, 


T= ©, 0 Dy V 


fs 
K" 


Man nennt Tr? € GL (n; K) die Transformationsmatrix des Basiswechsels. Sie 
hat nach Definition die folgende Eigenschaft: ist 


V=XVy +... + XnUn = VW t+... + YnWn EV, soist 


yi x| 


Yn Xn 


Kennt man die Matrix 7", so kann man also die ,.neuen“ Koordinaten y aus den 
alten“ x berechnen. 

Das wichtigste Beispiel ist V = K”. Sind A und B die Matrizen mit den 
Vektoren aus A und B als Spalten, so wird obiges Diagramm zu 


Ist insbesondere A die kanonische Basis, so folgt T = B~'. 
Ganz analog behandelt man den Fall, da8 fiir allgemeines V die Vektoren aus 
B durch Linearkombinationen aus A gegeben sind. Sei 


Wj = Sj +... + Snj Vn 


und S = (s;;) die Matrix mit diesen Koeffizienten als Spalten. Es gilt 
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'Op=O,0S, 
denn die Werte der beiden Abbildungen auf der kanonischen Basis des K” sind 
gleich: 
(D4 0S) (ej) = Pasij,.- ++ Snj) = S1jVi +... + SnjVn = Wj = OplE;) - 
Als Ergebnis erhalten wir 
S=j!0¢,=(TA)', also Tf =S""'. 


Das kann man in Form eines Diagramms schreiben: 


Damit ist das Problem wieder auf die Bestimmung einer inversen Matrix zu- 
riickgefiihrt. Ein allgemeines Verfahren dafiir wird in 2.7.4 angegeben. Wenig- 
stens ein ganz einfaches Beispiel rechnen wir direkt aus. 


Beispiel. Im R? betrachten wir neben der kanonischen Basis K = (e;, e2) die 


Basis 
B=(w,,w2) mit -w, ='(2,1), w= ay 


Die Eintrage von B™' betrachten wir als Unbestimmte, das ergibt die Bedin- 


gung 
2a gl Ai iesre\. fee 
ily ve <> Son). \ le 


Sie ist gleichwertig mit den linearen Gleichungssystemen 


2x; + X2 = 1! 2x3 + ex 0 
und 
Xe =O) x3 + 3h =e? 
Die eindeutigen Losungen sind 
3 1 
SE x3=-<, ‘ 3 -l 
eS 3 ; alsoist Bu! =} é 
x= +h, xqussede, =yy0 {2 
Fiir v = —e, — e, istx = ‘(—1,-1), alsoy = B'-x = '(-2, —t), dh. 
v= —2u, = two. 


> 
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2.6.3. Der Zusammenhang zwischen Koordinatensystemen und darstellenden 
Matrizen ergibt sich aus der 


Bemerkung. Sei F: V — W eine lineare Abbildung, und seien A und B Basen 
von V und W. Dann hat man ein Diagramm linearer Abbildungen 


® 
K" = V 

Mf (F) F 
Km Oz Ww, 


und es gilt 
Pg0Mi(F)=Fo,, also Me(F)=%,!0F oy. 


Die darstellenden Matrizen sind offenbar eine Verallgemeinerung der Transfor- 
mationsmatrizen, denn fiir V = W und F = id, gilt 


Mz (idv) = Tz. 


Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB die beiden Abbildungen auf der kanonischen 
Basis (e), ..., €,) tibereinstimmen. Ist M#(F) = A = (G;;); SO 1st 


Pp (Mg (F)(e;)) = Pa(aij,---14mj) = aijwi, 
t=1 


F (®a(e;)) => F(v;) = Yo aijwi 5 
i=l 
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Multiplikation von links mit 
pti Oo 


2.6.4. Im Diagramm aus 2.6.3 hat man zwei verschiedene Wege, mit Hilfe der 
Abbildungen in Pfeilrichtung von K” nach W zu gelangen, und die Aussage 
ist, da8 auf den verschiedenen Wegen die gleiche Abbildung herauskommt. Ein 
Diagramm mit dieser Eigenschaft hei’t kommutativ. Wie niitzlich dieser Begriff 
ist, werden wir gleich sehen: 


Satz. Gegeben seien Vektorriume U, V und W mit Basen A, B und C, sowie 
lineare Abbildungen G: U — V und F: V — W. Dann gilt: 


Mé(F 0G) = MB(F)- MZ(G). 
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Kurz ausgedriickt: Der Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen ent- 
spricht das Produkt der darstellenden Matrizen. 


Beweis. Fiir dié Standardraume mit den kanonischen Basen wurde das schon 
Ine Sat ausgerechnet. Der allgemeine Fall folgt daraus durch Betrachtung des 


Diagramms 
D4 


Kee 


W ’ 


wobei A = M&(F) und B = Mj\(G). Alle Teildiagramme sind kommutativ 
(man mache sich klar warum), daher ist das ganze Diagramm kommutativ, und 
insbesondere folgt die Behauptung. 

Wer lieber etwas rechnet, betrachte einen Vektor u € U und seine Koordina- 
tener = 2; (u). Wegen 2.5.4 ist 

®,'(G(u)) =B-x, ¢'(F(G(u))) =A: (B-x) =(A- B)-O7'(u), 
also o;' o(FoG)o®,=A- B. Auch daraus folgt die Behauptung. i) 
Fiir den Spezialfall von Endomorphismen (vgl. 2.4.4) ergibt sich das 
Korollar. Jn V seien eine Basis B sowie Endomorphismen F, G gegeben. Dann 
ist 

Mz(F 0G) = Mzp(F)- Mp(G). Oo 
Insbesondere folgt daraus, daB 
Mz: End(V) > M(n x n; K) 

ein Ringisomorphismus ist (vgl. 1.3.2, 2.1.4, 2.4.4 und 2.5.4). 
2.6.5. Nun kommen wir zum wichtigsten Ergebnis dieses Abschnittes, nadmlich 


der Antwort auf die Frage, wie sich die darstellende Matrix bei Einfiihrung neu- 
er Basen 4ndert. 


Transformationsformel. /st F: V — W eine lineare Abbildung, sind A, A’ 
Basen von V und B, B’ Basen von W, so ist das Diagramm 
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K™ 
kommutativ. Insbesondere gilt fiir die beteiligten Matrizen 
Mf (F) = TE. MA(F)- (TA) 
Anders ausgedriickt: Sind 
A=M(F) und B=M7(F) 


die beiden Matrizen, die F beziiglich verschiedener Paare von Basen darstel- 
len, und sind Fi i 
iain SL sr 
die Transformationsmatrizen zwischen den verschiedenen Basen, so gilt 
Bee Ae Ps 


Zum Beweis gentigt es zu bemerken, daB nach 2.6.2 und 2.6.3 die dreieckigen 
und viereckigen Teile des Diagramms kommutativ sind. Also ist das Gesamt- 
diagramm kommutativ. Oo 


Wer diesen Beweis als Hokuspokus ansieht, mége die Formel B = SAT™! di- 
rekt durch Multiplikation der drei Matrizen nachrechnen (Viel Spa8 mit den In- 
dizes!). Dabei wird sich zeigen, das nur Rechnungen wiederholt und ineinan- 
der eingesetzt werden, die vorher schon einmal ausgefiihrt worden waren. Der 
Trick besteht also darin, sich dieses zu ersparen. 

Fir den Spezialfall eines Endomorphismus ergibt sich mit der Notation aus 
2.4.4 das 


Korollar. Sind in V zwei Basen A und B sowie ein Endomorphismus F gege- 


ben, so ist * Fs 
Mg(F) = Tz: MA(F)-T,, 


oder anders ausgedriickt 
B= SAS”, 


wenn A= M,(F), B = Mg(F) und S = Tj. es) 
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2.6.6. Nun endlich kénnen wir noch einmal (vgl. auch 1.5.8) die Gleichheit von 
Zeilenrang und Spaltenrang beweisen, ohne uns die Finger mit Indizes zu be- 
schmutzen. 


Satz. Fiir jede Matrix A € M(m x n; K) gilt 
Zeilenrang A = Spaltenrang A. 


Diese Zahl ist nach 2.2.1 gleich rang A. 


Beweis. Wir betrachten A: K” — K” als lineare Abbildung und wahlen in K” 
und K” Basen A und B entsprechend 2.4.3, d.h. mit 


7 je) 
My (A) = B= 0 0 ; 


Fiir B ist offensichtlich 
Zeilenrang B = r = Spaltenrang B . 


Um zu zeigen, da sich diese Gleichheit auf A tibertragt, wahlen wir entspre- 
chend 2.6.5 invertierbare Matrizen S und T mit 


B= S Ale 
Es geniigt also der Beweis von folgendem 
Hilfssatz. Fiir Ae M(m x n; K), S € GL(m; K) und T € GL(n; K) gilt 
1) Spaltenrang SAT = Spaltenrang A, 
2) Zeilenrang SAT = Zeilenrang A. 


Beweis des Hilfssatzes. Zu den gegebenen Matrizen gehOrt ein kommutatives 
Diagramm linearer Abbildungen 


K" Bi 


Ke 


if S 


K" Sen K". 


Da S und T Isomorphismen sind, haben die linearen Abbildungen A und SAT 
gleichen Rang, d.h. es gilt 1). Daraus folgt 2) durch Transposition, denn 


Zeilenrang A = Spaltenrang'A und ‘(SAT)=‘'T-‘A-‘S. 
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Man beachte, da bei Multiplikation von A von rechts sogar der Spaltenraum, 
bei Multiplikation von links nur seine Dimension erhalten bleibt. Oo 


Wie man die Matrizen S und T aus A berechnen kann, werden wir in 2.7.6 se- 
hen. 


2.6.7. Die Transformationsformel aus 2.6.5 ergibt in die Sprache der Matrizen 
libersetzt die folgende 


Definition. Zwei Matrizen A, B € M(m x n; K) heiBen dquivalent, wenn es 
Se GL(m; K) und T € GL (n; K) gibt mit 


B=SAT™'. 


Im Spezialfall m = n nennen wir A, B € M(m x m; K) dhnlich, wenn es ein 
S ¢ GL(m; K) gibt mit 
B=SAS"'. 


Aus 2.6.5 folgt sofort die 


Bemerkung. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie beziiglich 

verschiedener Paare von Basen die gleiche lineare Abbildung beschreiben. 
Zwei quadratische Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie beziiglich 

verschiedener Basen den gleichen Endomorphismus beschreiben. 0 


Daf dieser Begriff der Aquivalenz nichts Neues liefert, zeigt das 


Lemma. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen 
Rang haben. Insbesondere ist jede Matrix vom Rang r Gquivalent zu 


oan 


Diese speziellen Matrizen reprasentieren die Aquivalenzklassen und heifen 

Normalformen. 

Zum Beweis geniigt es, die Argumente aus 2.6.6 zu wiederholen. Daf aquiva- 

lente Matrizen gleichen Rang haben, folgt aus dem dort bewiesenen Hilfssatz. 
Ist A vom Rang r, so sieht man durch entsprechende Wahl von Basen in K” 

und K", da8 A aquivalent zu der obigen Normalform ist. Also ist A 4quivalent 

zu jeder anderen Matrix B vom Rang r (benutze Aufgabe 4). Oo 


Viel schwieriger ist die Frage nach Normalformen fiir Klassen Ghnlicher Ma- 
trizen. Das ist Thema von Kapitel 4. 
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Aufgaben zu 2.6 


1. Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit Basen A, B und C. Beweise 


die ,,Kiirzungsregel “ 
ety Teeth. THe, 


2. Im R? seien die Basen 

A = ((1, -1, 2), (2, 3, 7), (2, 3, 6)) und B = ((1, 2, 2), (—1, 3, 3), (—2, 7, 6)) 
gegeben. 
a) Berechne die Transformationsmatrix Pg 


b) Bestimme die Koordinaten des Vektors 
v=2-(1,—-1,2)+9- (2,3, 7) —8- (2, 3, 6) 
beziiglich der Basis B. 


3. V sei ein R-Vektorraum mit Basis A = (vj,..., v4), W sei ein R-Vektorraum mit 
Basis B = (w,,..., ws). F: V > W sei die lineare Abbildung, die gegeben ist durch 
3} he =2 2 
—2 -—2 i) 
MA (F) = GING rh ery 


1 3 12 4 
0 4 —Ii 5 


SchlieBlich seien A’ = (vj, ..., ug) mit v} = vj + v2, vy = v2 + U3, ¥, = U3 + U4, 
v4 = v4 und BY = (w),..., w5) mit w, = wi, w, = w) + w2, Wy = —w; + w3, 
Wy = Ww + w4, We = w+ Ws. 


a) Zeige, daB A’ eine Basis von V und B’ eine Basis von W ist. 

b) Berechne Mj (F), MZi(F) und Mf (F). 

c) Bestimme F~! (span (w1, w2, w3)). 

4. Zeige, da® durch 7 , 
A~B# Aund B sind aquivalent 


(vgl. 2.6.7) tatsaichlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge M(m x n; K) gegeben 


ist und durch 
A~B# Aund B sind dhnlich 


(vgl. 2.6.7) eine Aquivalenzrelation auf M(m x m; K) erklart ist. 


5. Zeige, dak fiir A € M(n x n; R) gilt: rang A = rang (A - ‘A). Gilt dies auch, falls 
A éeM(n xn; C)? 
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2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen 


Die Bedeutung von Matrizenumformungen sieht man schon am Eliminationsverfah- 
ren von GAUSS. Es gestattet die Losung durch wiederholte Anwendung elementarer 
Schritte. Auf diese Weise kann man in der linearen Algebra viele Probleme ldsen. In 
diesem Abschnitt geben wir weitere Beispiele dafiir: die Inversion einer quadratischen 
Matrix und die explizite Bestimmung der Transformationsmatrizen, die eine gegebene 
Matrix auf Normalform bringen. Zur theoretischen Begriindung ist es dabei sehr hilf- 
reich, Matrizenumformungen zu interpretieren als Multiplikation mit speziellen inver- 
tierbaren Matrizen, die ihrerseits die gesamte allgemeine lineare Gruppe erzeugen. Die- 
se sogenannten ,,Elementarmatrizen“ kann man als die Heinzelmannchen der linearen 
Algebra bezeichnen: sie erledigen gerauschlos und zuverlassig die kleinen Schmutzar- 
beiten. 


2.7.1. Ist m eine beliebige natiirliche Zahl, 1 <i, j <mmiti 4 j unddA € Kk", 
so nennt man die quadratischen Matrizen 


i-te j-te 
Spalte  Spalte 
v Y 


1 | | 
oe, | 
a ee () | — ite Zelle 
Lt | 
SiQ) = ey 
| Ef 
pe ee) 0 Sh Seta en yteiZeile 
| ee 
| Lsghamegl 
1 | | 
1 | | 
ee |e al ee te elle 
. | 1 | 
Olas | 
| 1 | 
(eet, | J -te Zelle 
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1 | | 
ee | 
== aes = Siler teele 
; oo | 
Qi (A) := oti 
| 1 | 
apt Oy dik — = ee eee 
| | 1 
| ae: 
1 | | 
ul | 
SS Sa) = SSS SS | eee ee 
jie eed 
Pi = > 
| La 
29a =) S20 SS  geeerertene 
| | 1 
| | ot 


aus M(m x m; K) Elementarmatrizen. AuBer den eingetragenen oder durch 
Punkte angedeuteten Komponenten sind dabei alle Komponenten gleich Null. 

Sind E/ die in 1.5.1 definierten Matrizen und ist E die m-reihige Einheits- 
matrix, so ist 


Qi=E+E/, QlA)=EH+AE! und S(A)=E+Q-DE'. 
Weiter ist selbstverstandlich 
OQ} = 0) (1) (und ee 
Grundlegend ist der Zusammenhang mit den elementaren Umformungen von 


Matrizen. Ist A € M(m x n; K) unddA € K* gegeben, so hatten wir in 1.5.7 
umgeformte Matrizen betrachtet, die wie folgt aus A entstanden waren: 


A, durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A, 
Ay durch Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, 
Ay durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile, 


Ajy durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile. 
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Wie man sofort sieht, gilt 

ge Si(h) A, Ay'=0; AY 

Am =Q/(4)-A, Ay = P/-A. 
Man sollte sich davon auch anhand von Beispielen iiberzeugen, um mehr Zu- 
trauen zu den eigenartigen Elementarmatrizen zu gewinnen. 

Ganz Entsprechendes gilt, wenn man anstatt Zeilen immer Spalten umformt. 
Wir wollen es sicherheitshalber notieren. Ist A € M(m x n; K) undaA € K%, 
so betrachten wir wieder die wie folgt aus A entstandenen Matrizen: 

A! durch Multiplikation der i-ten Spalte mit A, 

A" durch Addition der j-ten Spalte zur i-ten Spalte, 

A" durch Addition der A-fachen j-ten Spalte zur i-ten Spalte, 

Al’ durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Spalte. 

Verwenden wir die entsprechenden n-reihigen Elementarmatrizen, so gilt 
MS ASQ), AM=A-Ql, 
An =A-O'(A), AN ASP 

Kurz ausgedriickt: Multiplikation von links mit Elementarmatrizen bewirkt Zei- 

lenumformungen, und Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen be- 


wirkt Spaltenumformungen. Man beachte dabei die Transposition der Elemen- 
tarmatrizen beim Ubergang von links nach rechts. 
Bemerkung. Die Elementarmatrizen OE (A) und P/ sind Produkte von Elemen- 
tarmatrizen vom Typ S;(A) und Q}. Genauer gilt 

Q; (A) = S$; (t)- OQ; -SjA), P/ =O), O;(-1)- O5-S,(-1). 
Dies entspricht dem in 1.5.7 bemerkten Sachverhalt, da sich Matrizenumfor- 
mungen vom Typ III und IV aus Umformungen vom Typ I und II kombinieren 
lassen. 


Der Beweis der Bemerkung ist ganz einfach, wenn man die Multiplikation als 
Zeilen- oder Spaltenumformung interpretiert. Wir wollen dies dem Leser tiber- 
lassen. Oo 


2.7.2. Lemma. Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind 
wieder Elementarmatrizen. Genauer gilt: 


(ay'=5(), (a/) =0!Cn, 
(aim) =0!-%, (e/)" = ey. 
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Zum Beweis geniigt es, die rechten Seiten der Gleichungen mit den linken zu 
multiplizieren und festzustellen, daB die Einheitsmatrix herauskommt. 0 


2.7.3. Satz. Jede invertierbare Matrix A € M(n xn; K) ist (endliches) Produkt 
von Elementarmatrizen. 


Man sagt dafiir auch, da die Gruppe GL (n; K) von den Elementarmatrizen 
erzeugt wird. 


Beweis. Nach 2.5.6 ist der Zeilenrang von A gleich n. Wie in 0.4.7 ausgefihrt 
ist, kann man A durch elementare Zeilenumformungen zu einer Matrix der Form 


bi oF Din 
Be : 

0 Dan 
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen b,,,...,DB,, machen. Nach 
2.7.1 gibt es Elementarmatrizen B,,..., B,, so daB 

B= B cet ieee 
Man kann nun B durch weitere Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix E£,, ma- 
chen. Dazu beseitigt man zunachst bj, ..., D,»-1,n mit Hilfe der letzten Zeile, 
dann b; ,-1,.--, On—2,n-1 mit Hilfe der vorletzten Zeile, usw. SchlieBlich nor- 
miert man die Komponenten in der Diagonalen auf 1. Es gibt also nach 2.7.1 
weitere Elementarmatrizen B,,),..., B;, so daB 
EB iene 1D Di Deen eS eee 
Daraus folgt 
A-'= B...:.. Bi, also 4 = Bio nee 

und die Behauptung folgt aus 2.7.2. O 


2.7.4. Der Beweis von Satz 2.7:3 gestattet nun, ein einfaches Rechenverfah- 
ren fiir die Bestimmung der inversen Matrix anzugeben. Es hat die angeneh- 
me zusatzliche Eigenschaft, daf$ man von der gegebenen quadratischen Matrix 
im voraus gar nicht zu wissen braucht, ob sie invertierbar ist. Das stellt sich im 
Laufe der Rechnung heraus. 

Sei also A € M(n x n; K) gegeben. Man schreibt die Matrizen A und E,, 
nebeneinander. Alle Umformungen, die im folgenden an A vorgenommen wer- 
den, fiihrt man parallel an E,, durch. 

Zunachst bringt man A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform. Da- 
bei stellt sich heraus, ob 
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Zeilenrang A=n, 


d.h. ob A invertierbar ist (vgl. 2.5.6). Ist der Zeilenrang von A kleiner als n, so 
kann man aufhoren; die Umformungen mit E,, waren dann umsonst. Ist der Zei- 
lenrang von A gleich n, so fiihrt man weitere Zeilenumformungen durch, bis aus 
A die Matrix E,, geworden ist. Schematisch sieht das so aus (die Umformungen 
sind als Multiplikation mit Elementarmatrizen beschrieben): 


Ist nun links aus A die Einheitsmatrix E, entstanden, so hat sich rechts aus E,, 
die inverse Matrix A7! aufgebaut, denn aus 
Boe De At—-E,, 
folgt 
Bik. Bhs Ew2 Bes... By = Aq". 
Diese erste sch6ne Anwendung wird den Leser hoffentlich schon vom Wert der 
Elementarmatrizen tiberzeugen. 


Vorsicht! Anstelle von Zeilenumformungen kann man auch ausschlieBlich 
Spaltenumformungen anwenden. Aber bei abwechselnder Anwendung von Zei- 
len- und Spaltenumformungen funktioniert das Verfahren im allgemeinen nicht. 
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2.7.5. Beispiele. a) 


Man berechne zur Kontrolle A - A7~!! 
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b) 


et eh OO) OHS ot Se IO 
=O OS Oe Oni) (OS 


A ist nicht invertierbar, denn Zeilenrang A = 2. 
2.7.6. Ist A € M(m x n; K) und 
Ae OK a Ke OX = AX, 


die zugeh6rige lineare Abbildung, so gibt es nach 2.6.5 Transformationsmatri- 
zen S € GL(m; K) und T € GL (n; K) mit 


SAT '= oS 
0 0 


wobeir = rang A. Wir leiten nun ein Rechenverfahren fiir die Bestimmung von 
S und T ab. Dazu betrachten wir folgendes Schema: 


Zunachst wird A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform gebracht. 
Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation von links mit m-rei- 
higen Elementarmatrizen B,,..., B,. Diese Umformungen fihrt man parallel 
an E,, durch. Da die Matrix 
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139) 8 tary OI 


Zeilenstufenform hat, kann man sie durch Spaltenumformungen auf die Form 


(5 9) 


mit r = rang A bringen. Dies entspricht Multiplikation von rechts mit n-reihi- 


gen Elementarmatrizen C,, ..., C;. Diese Spaltenumformungen fiihrt man par- 
allel an E, durch. Wegen 
EPO 
By cts 2D Al Ci ea Cp 
00 
sind durch 
S = B,-...- By = By:..:>ByEm: wad Te = 'Cpe, en eegere eC, 


Transformationsmatrizen der gewiinschten Art gefunden. 


2s 0 
Beispiel. Sei K = R und A = : 
De Deel 


a So Oo] = Oo O]— © C/O — =O 


1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
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E, 
Dr ? j 
On0 


so erhalt man auch Basen .A und B von K" und K”, beziiglich derer A durch 
D beschrieben wird. Dazu betrachten wir das Diagramm 


Ist 


Ke? D Kut 

f S 
n m 

K la 


das wegen D = SAT~' kommutativ ist. A und B sind die Bilder der kanoni- 
schen Basen K und K’ von K" und K” unter den Isomorphismen T~! und S~!. 
Also erhalt man A und B als Spaltenvektoren von T~! und S~'. Dazu mu8 man 


S noch invertieren. 
ne 0) 
Uh oe is 


In unserem Beispiel ist 
(1, 0, 0), (0, 0, i) (-2, ie 2)) und (1, 2), (0, 1)) 


Basen der gesuchten Art. Zur Kontrolle priift man nach: 


4 1 0 = 0 
A-| 0 {= , A-] 0 = und A- il = ; 
2 1 0 
0 1 2 
2.7.7. Natiirlich kann man auch das GauBsche Eliminationsverfahren mit Hilfe 
von Elementarmatrizen beschreiben. Sei das System 


(Aue D 


gegeben. Die elementaren Zeilenumformungen von A und (A, b) werden be- 
wirkt durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen aus GL (m; K). thr 
Produkt ergibt eine Matrix 


SeGL(m;K) mit (A,b)=S-(A,b) = (SA, Sb), 


also sind 
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wobei (A, b) die auf Zeilenstufenform gebrachte erweiterte Koeffizientenma- 
trix ist. Man beachte, da8 S allein durch A bestimmt ist. Die Berechnung von S 
kann man wieder schematisch durchfiihren, indem man die Zeilenumformun- 
gen von A parallel an £,, durchfihrt. 


Ist nun aus A die Matrix A = B,-...- B,- A in Zeilenstufenform entstanden, 
so hat sich links die Matrix 

Seat. ewes oleh 
aufgebaut. Damit kann man sofort entscheiden, ob fiir ein b € K” Losungen 
von Ax = b existieren. Man berechnet 


b 
° if 
SopSs = . 

br4t 

bn 
und sieht nach, ob 6,4; = ... = 6, = 0, wobeir = rangA = rang A (vgl. 
Aufgabe 5). 
Aufgaben zu 2.7 


1. Stelle die folgende Matrix A als Produkt von Elementarmatrizen dar: 
fee 
A= ealt e20R2 
Zhe 


2. Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Wenn ja, dann gib die inverse Matrix an. 
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OOS Oat 6. 3, 4555 
O70! ry 10 Wee 72 A 
e€ M(4 x 4;R), eM(4 x 4; R), 
OP ORO 2a 32 
9) ao) 3. 3014, 2 
HERS AO) nO 
relent ere M(3:x 33) s 1 1 1 | €M@G~x 3;Z/3Z). 
20 1 2 Ora 


3. Zeige: 
a b FOES : 
a= 7) ema x24) ist invertierbar <= ad — bc £0. 
c 


Berechne in diesem Fall die Inverse von A. 
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4. Modifiziere das Rechenverfahren aus 2.7.6 so, daB man statt S die inverse Matrix 


S—! erhalt (benutze dabei die Inversen der Elementarmatrizen aus 2.7.2). 


5. Finde fiir die Gleichungssysteme Ax = b aus 0.3.5 sowie aus Aufgabe 2 in 0.4 je- 
weils eine Matrix S, so daB A = SA in Zeilenstufenform ist, und berechne b = Sb. 


6. Beweise: 


a) Fir A € M(n x n; K) undm € N gilt: 
m—1 m—1| 
E, — A" = (E, — A)()_ A!) =) A)(En — A). 
t=O i=0 
(Dabei sei A° := E,,.) 


b) Ist A € M(n x n; K) eine Matrix, fiir die ein m € N existiert mit A” = 0, so ist 


E, — A invertierbar. Wie sieht die inverse Matrix aus? 


Kapitel 3 


Determinanten 


In den vorhergehenden Kapiteln wurde laufend mit Linearkombinationen gerechnet, 
das gilt als der ,,triviale* Teil der linearen Algebra. Nun steigen wir eine Stufe hoher zur 
Determinante, das ist eine Zahl, die man einer quadratischen Matrix zuordnet. LEIB- 
NIZ gab schon um 1690 eine Formel zur Berechnung dieser Zahl an ([Kow 1], §1). 
WEIERSTRASS benutzte in seinen Vorlesungen eine andere Methode: Er fiihrte die De- 
terminante mit axiomatisch angegebenen Eigenschaften ein. Dadurch kann man die 
chronischen Vorzeichenprobleme erst einmal im Hintergrund halten und all das bereit- 
stellen, was man zur praktischen Berechnung der Determinanten ben6tigt. Es zeigt sich, 
da8 auch hier das Verfahren aus Kapitel 0 zur Uberfiihrung einer Matrix in Zeilenstu- 
fenform zum Ziel fiihrt. Diesen Weg haben wir mit Rticksicht auf eilige Leser in 3.1 
beschritten. Die Vorzeichenspiele werden systematisch in 3.2 vorgefiihrt. 

Fir genauere historische Hinweise seien die entsprechenden Exkurse in [B1], [Fr], 
[Koe] und [Kow1] zur Lektiire empfohlen. 


3.1 Beispiele und Definitionen 


3.1.1. Zunadchst geben wir zwei charakteristische Beispiele fiir das Auftreten 
von Determinanten. 


1) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem 
AX, + ay2%2 =b, I 
a2|X| + a72X2 =D Il 


Wir suchen eine Formel fiir die Losung, die man bei beliebigen Werten der Ko- 
effizienten anwenden kann. Umformungen ergeben die Gleichungen 


(441422 — \247\)xX; = Ab — ay2b2, ayI — aj2Il 

(411422 — 412A21)X2 = a\b2 — anid, . ail — apI 
Definieren wir allgemein fiir eine (2 x 2)-Matrix eine Determinante durch 
a b 


Cc 


:= ad —bc, 


so erhalt man fiir die Losungen des obigen Systems 
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by ay ay dy 

by ay an, by 
x) = » 2 

Qa\; 42 ai, 412 

a2; 422 a2; 422 


Das ist der einfachste Fall der CRAMERSchen Regel. Sie versagt, wenn 
441472 — 4242} =0, also ay2(a41, 212) — a12(G21, a22) = (0, 0). 


Das bedeutet, da8 der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als 2 ist. Entspre- 
chend 2.3 gibt es hier keine eindeutige Losung. 


2) Die Flache eines Dreiecks ist gegeben durch 
+ (Grundlinie mal Hohe) . 


Das zeigt man mit Hilfe des CAVALIERIschen Prinzips, indem man zuerst das 
Dreieck verdoppelt zu einem Parallelogramm, und dieses dann verschiebt zu 
einem Rechteck. 


= 2/ >! 


Bild 3.1 


Zur Berechnung der Flache eines Parallelogramms in der Ebene nehmen wir an, 
dieses sei durch zwei Vektoren 


v = (4), a2) und w = (b;, bo) 


gegeben. 


Bild 3.2 
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Wie in der Zeichnung angedeutet, ist 
v=0-v'=@Q-(cosa,sing), w=o0-w' =a -(cosB, sinB), 
wobei 9, 0 > 0. Bezeichnet F bzw. F’ die Flache des von v und w bzw. v’ und 


w’ aufgespannten Parallelogramms, so verlauft die Rechnung fiirO < B —a@ < 
m wie folgt: 


PRY. : } cosa sina 
h’ = sin(B — a) = cosa sin B — cos f sina = ; 5 
cosB sin 
also 
@:cosa Q-sina a; a 
F=0°¢6>.F '=0.0-) = ‘ => 4 
o-cosB o-sinB b, bo 


Die Flache ist also gleich der Determinante. Daher kann man einige Eigenschaf- 
ten der Abbildung 


a 


b 
det: M(2 x 2;R) — R, a= | ad — = de 


G 
geometrisch illustrieren. Dazu die folgende Notation: sind 
Vi= (GD) Und ae (Gra) 


v 
die Zeilenvektoren von A, so schreiben wir det A = det ( ) 
w 


a) Fir A, yw € R ist 


Xr 
oa ( - = hoe ( r ; oa ( M ) = 1-00 bf : 
w w pw w 
pew 
fasion por Nee 
v Au 
Das bedeutet, daB die Flache so gestreckt wird wie einzelne Seiten. 


b) Fiir A € R ist 
v v 
det =—aet : 
w w+dv 


Bild 3.3 
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Bild 3.4 


was die Invarianz der Flache unter Scherungen nach dem Cavalierischen Prin- 
zip bedeutet. 


¢) aa (@)=1 
2 


Das bedeutet, das Einheitsquadrat hat die Flache 1. 


oe) 
det = — det ; 
Uv w 


Daran sieht man, da8 nicht nur der Betrag, sondern auch das Vorzeichen der 
Determinante eine geometrische Bedeutung hat. Es hangt von der Orientierung 
des Paares v, w ab, darauf kommen wir in 3.4 zuriick. 


e) 
sr ( s \=0 
W 


ist gleichbedeutend mit der linearen Abhangigkeit von v und w, d.h. das Paral- 
lelogramm hat die Flache Null. 


: Bild 3.5 


So wie zwei Vektoren im R’ ein Parallelogramm erklaren, spannen drei Vekto- 
ren im R’ einen Spat und n Vektoren im R" ein Parallelotop auf, und es entsteht 
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das Problem, den Inhalt zu berechnen. Wie man in der Analysis lernt, ist das die 
Determinante der n x n-Matrix mit den Vektoren als Zeilen ([Fo 3], §5). 


3.1.2. Zur Erklarung der Determinante einer n x n-Matrix gibt es mehrere Még- 
lichkeiten, zwei davon sind: 


1) Eine Formel, in der die Eintrage vorkommen, so wie das oben bei (2 x 2)- 
Matrizen angegeben war. Das hatte schon LEIBNIZ bei gro®eren Matrizen aus- 
gefihrt, das Ergebnis — die allgemeine Leibniz-Formel in 3.2.5 —ist leider ziem- 
lich umstandlich. 


2) Eine Charakterisierung der Determinante durch Axiome, sie geht auf 
WEIERSTRASS zuriick (vgl. [Fr]). Das ist nicht nur eleganter, sondern ergibt 
auch einfachere Methoden zur Berechnung als die Leibniz-Formel. 


Nun zur axiomatischen Einftihrung der Determinante, wir benutzen dabei die 
folgende Notation: 
Ist A eine n-reihige quadratische Matrix, so bezeichnen wir stets mit 


a\,..-, Qn die Zeilenvektoren von A. Dann schreiben wir 
a, 
A = . 
an 


Definition. Sei K ein K6rper und n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl. 
Eine Abbildung 


det: Mnxn;K)> K, At detA, 
heiBt Determinante, falls folgendes gilt: 


D1 det ist linear in jeder Zeile. Genauer heift das folgendes. Fiir jeden Index 
Pecutleee amre noite 


a) Ist a; = a; + a;, so ist 
det] a; | =det] a; | +det] a; 
b) Ist a; = Aa/, so ist 


det a =} - det a 


1 
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An den mit Punkten bezeichneten Stellen stehen dabei jeweils unverdndert 
die Zeilenvektoren a), ..<, @;—1, Gj41,-.-5@n- 


D2 det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0. 
D3 det ist normiert, d.h. det E, = 1. 


Eine andere Schreibweise fiir die Determinante ist 
ayy *** Ain Oli aee ain 
-=— det 
Qnt °°" Ann Qnt *** Ann 
Man beachte dabei, da die senkrechten Striche nichts mit einem Absolutbetrag 


zu tun haben. 


3.1.3. Diese Definition ist sehr einfach, aber es bleibt die Existenz und Eindeu- 
tigkeit zu zeigen, und das wird etwas Miihe machen. Zundchst spielen wir mit 
den Axiomen und leiten daraus weitere Regeln ab. 


Satz. Eine Determinante det: M(n x n; K) > K hat die folgenden weiteren 
Eigenschaften: 


D4 Fiirjedes) € K ist det(A- A) = X" - det A. 

D5 Ist eine Zeile von A gleich Null, so ist det A = 0. 

D6 Entsteht B aus A durch eine Zeilenvertauschung, so ist 
det B = —detA. 


Die Determinante andert also bei Zeilenumformungen vom Typ IV ihr 
Vorzeichen. 


D7 Ist € K, und entsteht B aus A durch Addition der d-fachen j-ten Zeile 
zur i-ten Zeile (i # j), so ist 
det B = detA. 


Die Determinante bleibt also bei Zeilenumformungen vom Typ III unver- 
andert. 


D8 Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also 
Ay 
A “= Res : ’ 


so ist det A =A, -...- Ay. 
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D9 Sein >2und A € M(n xn; K) von der Gestalt 


fm ( i ie 6 | 
0 A, 
wobei A, und A» quadratisch sind. Dann gilt 
det A = (det A,) - (det A2). 
D10 det A = 0 ist gleichbedeutend mit rang A <n. 
Dil Es gilt der Determinanten-Multiplikationssatz 
det(A - B) = detA- det B 
fir alle A, B € M(n x n; K). Insbesondere gilt fiir A € GL(n; K) 
det A~' = (det A)! 


Vorsicht! Die ,,Regel det(A + B) = det A + det B ist fiir n > 2 falsch. 


Beweis. D4 und DS folgen sofort aus D1 b). Zum Beweis von D6 nehmen wir 
an, daB die Zeilen i < j vertauscht werden. Dann ist wegen D1 a) und D2 


Qj aj 
det + det 
aj a; 
pe + a ( rd + ae ( i! ) ae ( 7 ) 
i aj Qj aj 


Dabei sind zur Vereinfachung der Schreibweise nur die Eintrage der Zeilen i 
und j angegeben, in den restlichen Zeilen andert sich nichts. 

Es sei bemerkt, das D2 aus D6 folgt, wenn char(K) # 2, denn hat A zwei 
gleiche Zeilen, so ist nach D6 


detA=-—detA, also 2detA=0O. 


det A + det B 


ll ll 
Q Q. 
ia’) oO 
co co 
eT ee iS 
Sa Sete S 
+a+ 
ch hs} 
~. ~. 
~~ 
II 


D7: Wegen D1 und D2 ist 


needs , 
ut = a ( * FS *) maevaraace( % ) =e, 


aj aj 
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D8: Sind alle A; 4 0, so folgt durch wiederholte Anwendung von D7 


Ay 0 
det A = det ee ==) op dey oCGN aa ohio ahn ove 
0 An 
Gibt es ein i mit A; = 0, so wahlen wir i maximal, d.h. Aj4),..., A, 4 0. Mit 
Hilfe von A;.,, ..., A, raumt man den Rest der i-ten Zeile aus, und mit D7 und 


DS folgt det A = 0. 


D9: Durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV an A mache man A, zu 
einer oberen Dreiecksmatrix B,. Dabei bleibt A, unverandert, aus C werde C’. 
Ist k die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so ist 


det A; = (—1)‘ - det B,. 
Dann mache man A> durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV an A zu 


einer oberen Dreiecksmatrix. Dabei bleiben B, und C’ unverandert. Ist / die An- 
zahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so ist 


det A = (—1)! - det Bp. 


Ist 
Sunil Bay CS } 
Sere a Me 
so sind B, B, und B, obere Dreiecksmatrizen, es ist also nach D8 offensichtlich 


det B = (det B;) - (det Bp). 


Wegen 
: det A = (—1)**!. det B 


folgt die Behauptung. 


D10: Durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV bringen wir A auf Zeilen- 
stufenform B. Dann ist B obere Dreiecksmatrix, also 


Ay 
Be Ras aNe ' 
0 An 


und nach D6 und D7 ist det B = +det A. Weiter ist rang A = rang B und 
wegen D8 

rangB=n<odetB=),-...:A, #0. 
D11: Ist rang A < n, so ist rang (A - B) < n, und die Gleichung lautet 0 = 0 
nach D9. 
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Andernfalls konnen wir A € GL (n; K) annehmen. Nach 2.7.3 gibt es Ele- 
mentarmatrizen C),..., C;, so daB 


AG=— Ciera err 


Es geniigt also zu zeigen, daf fiir jede Elementarmatrix C vom Typ S;(A) oder 
Q? (vgl. 2.7.1) 

det(C - B) = detC - det B 
gilt. Nach Eigenschaft D8 (die natiirlich auch fiir untere Dreiecksmatrizen gilt) 
ist 

det S;(A) =A und detQ?=1. 

Multiplizieren von links mit S;(A) multipliziert die i-te Zeile von B mit A, also 
ist 

det (S;(A)- B) =2- det B 
nach D1. Multiplizieren von links mit Q/ bewirkt die Addition der j-ten zur 


i-ten Zeile, also ist F 
det(Q/ - B) =1-detB. Oo 


Dieser letzte Beweis wird den Leser hoffentlich in seiner Wertschatzung der 
Elementarmatrizen bestarken. 


3.1.4. Fiir die Praxis der Berechnung von Determinanten hat man nun alle er- 
forderlichen Hilfsmittel zur Verfiigung. Man bringt A durch Zeilenumformun- 
gen vom Typ JI und IV auf obere Dreiecksgestalt B. Ist k die Anzahl der dabei 
durchgefiihrten Zeilenvertauschungen, so gilt 


det A = (—1)* - det B = (—1)* - A, +... - Ay. 
Beispiele. a) 
Oa? Tete Gh 1 0 1 0 
3.2 1)/=-|)3 22 k=—hOosl! do = Ona iene oe 
PY £6 Orn 2 1y 2 0 G3 


b) Die Berechnung von Determinanten wird interessanter, wenn man die Ein- 
trage a;; der Matrix als Unbestimmte auffaBt, das sind Zahlen, fiir die man belie- 
bige Elemente des Korpers einsetzen kann, und zwar unabhangig voneinander. 
Es ist tiblich, das dadurch anzudeuten, da8 man statt a den Buchstaben x ver- 
wendet. Auf diese Weise berechnet man mit Hilfe von D7 und D8 


Xi X12 
= X2\ = X1 1X22 — X21%12- (*) 
ORs =e ap 
X11 


Xi X12 


X21 X22 
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Man beachte, daB x,, wahrend der Rechnung voriibergehend im Nenner steht, 
nicht aber am Anfang und am Ende. Mit Hilfe von D6 kann man noch einmal 
direkt tiberpriifen, da8 die Formel (*) auch fiir x,; = 0 gilt. 


c) Eine Matrix A = (a;;) € M(n x n; K) hei®t schiefsymmetrisch, wenn 
aj; = —aj;; und a;; = O (im Fall charkK # 2 folgt die zweite Bedingung aus 
der ersten). Die Berechnung solcher Determinanten ist besonders interessant, 
wir betrachten die Eintrage wieder als Unbestimmte. Fiirn = 2 und 3 ist 


0 X12 X12 0) 2 
ae mae 
=x 0 OP = x14 
0 ip. 2578 OW Xn) x13 
X12 0 X33 |} =| —xX12 O x3 | =0. 
STE ig 23 0 0) 0 0) 


Dabei wurde zu Zeile III die Kombination ~221—~"311 addiert. Das ist ungefaihr- 


X12, X12 
lich, denn fiir x; = 0 ist das Ergebnis ohnehin klar. Nun zum Fall n = 4: 


0 X12 X13 X14 0 X12 X13 X14 
—x 0) x x —Xx 0) x x 
sepia: 12 23 24] 12 23 24 
Betis — 103), 0 X34 O° pend 0 Q(x) 
ae oe 34 0 0 OF OC) 0 
durch geeignete Umformungen der Zeilen III und IV, wobei 
NEXG3 é 
Q(x) = <=) mit P(x) := X12%34 — X13X24 + X14X23 - 
12 


Aus D9 folgt schlieBlich 5 
devAt=—"(Pi(o0))\ 


Man nennt P(x) ein PFAFFsches Polynom (vgl. Aufgabe 5 und Aufgabe 8 zu 
3.2). 
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Aufgaben zu 3.1 
1. Berechne die Determinanten von 
Oris aia 
ir JOI Isl [hak 
jorge (0) PaaS Uhl [oe DES aal 
Os 2 aae) 
a te IO 
2. Zeige: 
eel yal 
det} 1 ox 1 l=@-1/°G@4o8 
1 x 
al ab ac 
dt} ab B41 be |=a@4+b? +c? +1. 


ac be c+1 


3. Berechne: 


sina cosa  asina bcosa ab 


—cosa sina —a*sina b?cosa ab? 
det 0 0 1 a? b? 
0 0 0 a b 
0 0 0 —b a 


4. Zeige, dab fiir eine Matrix A = (a;;) € M(n x n; K) gilt: 

det(a;;) = det((—1)'¥/ - aj;). 
5. Sei K ein Korper mit char K ~ 2 und A € M(n x n; K) alternierend (vgl. Aufgabe 
3 zu 1.6). Zeige: 


a) Ist n ungerade, so ist det A = 0. 
(Hinweis: Benutze Satz 3.2.6.) 


b) Ist n gerade, so ist det A Quadrat eines Polynoms in den Eintragen von A (vgl. Auf- 
gabe 8 zu 3.2). 


6. Sind f = a,t’” +...+a9, g = bat” +...+bo € K[t] Polynome mit 
deg f =m, deg g =n, so ist die Resultante von f und g definiert durch 
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ao sae eae am 
n Zeilen 


ao eee eee Am 


m Zeilen 


Powe sae ambe 

Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen: 
i) Resp, =0. 
ii) f,tf,...,t?'f, g,tg,...,t’~'g sind linear abhiangig. 
iil) Es existieren p,q € K[t], p,q # 0, mitdegp < n—1,degqg < m—1 und 

pf = 48. 
Mit etwas Teilbarkeitstheorie von Polynomen kann man zeigen, daf 1) bis iii) 4quiva- 
lent sind zu 


iv) f und g haben einen gemeinsamen nichtkonstanten Teiler h € K[t]. 


Insbesondere ist also Res, = 0, falls f und g eine gemeinsame Nullstelle haben, und 
im Fall K = C gilt: Resp, = 0 & f und g haben eine gemeinsame Nullstelle. 


3.2 Existenz und Eindeutigkeit 


Bei der Berechnung der Determinante nach der Methode aus 3.1.4 bleibt eine klei- 
ne, wieder spitzfindig erscheinende Frage: die durchzufiihrenden Zeilenvertauschun- 
gen sind nicht eindeutig bestimmt, man hat Wahlmoglichkeiten. Aber das Ergebnis 
(—1)*A; - ... + An muB unabhingig von allen Auswahlen sein, insbesondere muB8 klar 
sein, ob k gerade oder ungerade ist. Das wird besonders deutlich an dem charakteri- 
stischen Beispiel einer Einheitsmatrix mit veranderter Reihenfolge der Zeilen: Dazu 
kommen wir zuriick auf die schon in 1.2.2 betrachteten Permutationen. Ist o eine bi- 
jektive Abbildung von {1, ..., n} auf sich, und bezeichnen e),..., é, die kanonischen 
Basisvektoren, so betrachten wir die Matrix 


€5(1) 


(Boca 


€a(n) 
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mit den Basisvektoren in permutierter Reihenfolge als Zeilen, und die Vorzeichen-Fra- 
ge spitzt sich zu zur Alternative 


dette oa eee? 


Vorzeichen sind eine Art von Butterbroten: die haben zwei Moglichkeiten zu fallen. 
Zur Beantwortung der Vorzeichenfrage benotigen wir eine zuverlassige Methode, an 
der Permutation zu erkennen, auf welche Arten sie durch wiederholte Vertauschungen 
riickgangig gemacht werden kann. 


3.2.1. Wie wir gerade gesehen haben, ist zunachst ein kleiner Exkurs tiber Per- 
mutationen unvermeidlich. 

Wie in 1.2.2 bezeichnen wir fir jede natiirliche Zahl n > 0 mit S, die sym- 
metrische Gruppe von {1,..., n}, d.h. die Gruppe aller bijektiven Abbildungen 


Oo (vaca. Iti ot eee 


Die Elemente von S,, nennen wir Permutationen. Das neutrale Element von S,, 
ist die identische Abbildung, die wir mit id bezeichnen. Wie tiblich schreiben 
wir o € S, explizit in der Form 


le 1 Pope bie. si fi 
— : 
o(1) o(2) --- o(n) 
Fiiro, t € S,, ist dann 
n 1, "eer 
TCL) tin) o(1) -:+ a(n) 


Ae n 
t(a(1)) ++» t(o(n)) |” 


zum Beispiel 


[a oe 
No 
WwW N 
= Go 

S| 

ie ae! 
- 
WwW dN 
NO Ww 

[n- - | 

Il 

| ere || 
No 
mH 
WwW W 

es) 


aber 


pre a: Le 2y deal dale lia aa 
fas 2 3°79) 19 Site 


Man beachte dabei, da8 die rechts stehende Permutation zuerst angewandt wird, 
wie das bei Abbildungen tiblich ist. 
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Bemerkung. Die Gruppe S,, enthdlt 
Wea a(n— lye) e221 
(sprich: n-Fakultat) Elemente. Fiirn > 3 ist S, nicht abelsch. 
Beweis. Wir tiberlegen, wie viele Moglichkeiten es gibt, Elemente o € S,, auf- 
zubauen. Zundachst hat man fiir die Auswahl von 
o(1) genau n Moglichkeiten. 


Da o injektiv sein soll, mu8 o(2) 4 o(1) sein. Es verbleiben fiir die Auswahl 


von 
o(2) genau n — 1 Moglichkeiten. 


Sind schlieBlich o (1), ..., o(m — 1) gewahlt, so ist o (n) festgelegt, es gibt also 


fiir 5 } ; 
o(n) nur eine Moglichkeit. 


Insgesamt gibt es daher 
Ma(s—l)meso- 2) =n! 
verschiedene Permutationen in S,,. Ist fiir n > 3 


ee 3 4 ee on Pain Ge cists nye! 
C= und t= ; 
es 2 4 2 On 2. Sy lain gs on 
so folgt wie oben t -o #0 - t. Die Gruppen S, und S) sind abelsch, wie man 
sofort sieht. Oo 


Um sehen zu k6nnen, wie schnell n! mit n wachst, benutzt man die Formel von 
STIRLING n\n 
n! + /27n (=) ‘ 
(Z 


wobei * eine asymptotische Naherung bezeichnet ({Fol], §20). Die Zah! 60! 
ist ungefahr gleich 10*, das ist in etwa die geschatzte Zahl] der Nukleonen des 
Universums. Eine (60 x 60)-Matrix ist dagegen in den Problemen der Anwen- 
dungen als klein anzusehen. 


3.2.2. Um die Veranderung des Vorzeichens der Determinante bei Umordnung 
der Zeilen zu kontrollieren, vertauscht man mehrfach jeweils zwei Zeilen. Sol- 
che Permutationen haben einen eigenen Namen. 

Eine Permutation t € S,, hei®t Transposition, falls t zwei Elemente aus 


{1,...,m} vertauscht und alle iibrigen fest laBt, dh. wennesk,/ € {1,...,n} 
mit k #1 gibt, so daf gilt: 

maeN = 1, 

Gey =) kK und 


RG me—ser tur. G {ls ym} {k; 1}. 
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Offensichtlich gilt t~' = t fiir jede Transposition t € Sy. 
Daf man allein mit Vertauschungen von Zeilen auskommt, zeigt das 


Lemma. [stn > 2, so gibt es zujedemo € S,, (keineswegs eindeutig bestimm- 
te) Transpositionen T, ..., T € Sp mit 


(Of PSN GAB ORY Eas 


Beweis. Isto = id und t € S, irgendeine Transposition, so ist 


id=t-t'=t-t. 
Andernfalls gibt es ein i, € {1,...,} mit 
ot) =i fini l1,2..,%4:—1 und o(;) 41), alsosogamiout pie 
Sei t, die Transposition, die 7; mit o (i) vertauscht, und o; := tT - o. Dann ist 
on Sie jie Neos Sth 3 


Entweder ist nun o; = id, oder es gibt ein i, mit iz > i, und 


oy.) =i fini =), 23... — 1 undiso()ieior 
Analog erhalt man T2 und 09 und schlieBlich ein k < n sowie Transpositionen 
Tie sete Mop — Tyee hyn Daraus toipt 

o = (ye) WS t, 21a = Tie 0 


Zur Vorsorge noch eine kleine technische 


Bemerkung. Sein > 2 und 


PPB co 94) 
To (= ES, 
E se bates "| 


die Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Dann gibt es zu jeder beliebigen 
Transposition t € S, eino €S, mit 


t=C°D oO | 


Beweis. Seien k und / die von t vertauschten Elemente. Wir behaupten, daB 


jedes o € S, mit 
o(l)=k und o(Q2)=1 


die verlangte Eigenschaft hat. Sei t’ := o - t] -o~'. Wegena—'(k) = 1 und 
ao (1) = 2 ist 
(ki oto) =o) =7 und 20) =a) ate 
Fir i ¢ {k, 1} isto—'(i) ¢ {1, 2}, also 
t'(i) = o(m(o'(i))) = o(0'@) =i. 
Daraus folgt t’ = T. Oo 
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3.2.3. Die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist nicht eindeutig. 
Wir miissen aber beweisen, da8 die Anzahl der notigen Transpositionen entwe- 
der immer gerade oder immer ungerade ist. Zu diesem Zweck ordnen wir jeder 
Permutation ein Vorzeichen zu. Elementar kann man es so beschreiben: 

Ist o € S,, so nennt man jedes Paar i, j € {1,...,n} mit 


eine enaber nc (é)) 101). 


einen Fehlstand von o. Zum Beispiel hat 


1) oP ategs] 
(op = 
D3) I 


insgesamt 2 Fehlstande, namlich 
ip—eseeemaber (2'> 1)" und ° 2)<3, aber 3 > 1: 


Wir definieren das Signum (d.h. ,,Vorzeichen“) von o durch 


: +1, falls o eine gerade Anzahl von Fehlstanden hat, 
signo := 
—1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstanden hat. 


Man nennt o € S, 


gerade, falls signo =+1, und 
ungerade, falls signo = —1. 


Diese Definition ist recht gut geeignet, um das Signum durch systematisches 
Zahlen zu berechnen, aber zu schwerfallig fiir theoretische Uberlegungen. Da- 
her ist es hilfreich, das Zahlen der Fehlstande und das Berechnen des Signums 
in einer Formel zusammenzufassen. In den folgenden Produkten sollen i und j 
stets die Menge {1,..., m} durchlaufen, und zwar mit den unter dem Produkt- 
symbol vermerkten Nebenbedingungen. 


Lemma. Fiir jedes o € S,, gilt 


o(j) — a(t) 
signa I] simp 

Beweis. Man mache sich erst einmal klar, dai man das Produkt als einen langen 
Bruch schreiben kann, bei dem in Nenner und Zahler die gleichen Differenzen 
vorkommen, allerdings im Zahler im allgemeinen an anderer Stelle und — das 
ist der Kniff — im Fall eines Fehlstandes mit negativem Vorzeichen. 

Diese Vorstellung tibersetzt man in die folgende Rechnung, bei der m die An- 
zahl der Fehlstande bezeichnet: 
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[]@w-em=] [] @eG)-o@]-Cn” [] le@--@ 


i<j i<j i<j 
a(i)<a(j) a(i)>a(j) 
=(-1)"J [loG) -o@! = (-y" TG -4. 
i<j i<j 


Bei der letzten Gleichung wird verwendet, daB die beiden Produkte bis auf die 
Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten. Das folgt aus der Bijektivitat der 
Abbildung o. 0 


Die entscheidende Eigenschaft des Signums ist, daB es mit der Hintereinander- 
schaltung von Permutationen vertraglich ist. 
Satz. Fiir alleo,t €S, gilt sign(t -o) = (signrt) - (signe). 
Insbesondere gilt signo~' = signo fiir jedes o € Sy. 
Anders ausgedriickt bedeutet das, daB die Abbildung 
sign: S, — {+1, —1} 
ein Homomorphismus in die Gruppe von zwei Elementen ist. 
Beweis. Es ist 
cagni(e- of 9 fee) 
i<j Ae 
Il toG)) — te) | Il o(j) — a(t) 
1b oG-o@) LA ji 
Da das zweite Produkt gleich signo ist, gentigt es zu zeigen, daB das erste Pro- 
dukt gleich sign t ist. 
Tl t(o(j)) — t(o)) 
11 oA) - 0 
a. Il toG)) — te) | Il t(a(j)) — t(o(@)) 


ey o(j) —a(i) i<j o(j) —o(i) 
o(i)<a(j) o(i)>a(j) 
: Il t(oG)) — tei) © ll t(a(j)) — t(oG)) 
ey o(j) —o(i) i o(j) —a(i) 
a(i)<o(/) o(i)<o(/) 
is t(o(j)) — t(o(i)) 
aeoyy 70) - 2) 


Da o bijektiv ist, enthalt dieses letzte Produkt bis auf die Reihenfolge die glei- 
chen Faktoren wie 
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Il TAGs tL) ‘ 
———— = signt, 
i<j tae 
und der Satz ist bewiesen. oO 


Damit ist die zu Beginn von 3.2.3 gestellte Frage iiber die Anzahl der Transpo- 
sitionen beantwortet: 


Korollar 1. Sein > 2. 


1) Fiir jede Transposition t € S,, gilt signt = —1. 

2) Isto €S, undo =1-...+ %| mit Transpositionen t%,..., T € Sp, So ist 
signa = (—1)*. 

Beweis. Ist t) die Transposition, die 1 und 2 vertauscht, so ist sign tT = —1, 


denn to hat genau einen Fehlstand. Nach der Bemerkung aus 3.2.2 gibt es ein 
o €S, mitt =o - t]%-a7', also folgt aus obigem Satz 


signt = signo - signt - (signa) ' = signty = —1. 
2) folgt aus 1) wieder nach obigem Satz. Oo 
Als entscheidende Folgerung fiir Determinanten erhalten wir das 


Korollar 2. Fiir jede Permutation o € S, ist 


Ca(1) 
det : = signo. 
€a(n) 
Beweis. Isto = t,-...+ t%,S0 kann man E, durch k Zeilenvertauschungen in 
die obige Matrix iiberfiihren. Oo 


3.2.4. Die Gruppe S,, zerfallt in zwei Klassen, die der geraden und die der un- 
geraden Permutationen, und diese beiden Klassen sind nahezu gleichberechtigt. 
Zunachst zu den geraden: 


A, := {o €S,: signo = +1} CS, 


ist nach dem Satz aus 3.2.3 eine Untergruppe, sie heiBt die alternierende Grup- 
pe. Fiir jedes t € S,, haben wir 


A ie= (ar To.C1A,)}). 
Fiir signt = +1 ist offenbar A,t = A,. 
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Bemerkung. /st t € S,, mit signt = —1 gegeben, so ist 

S,=A,UA,t und A, OiAGT = OE 
Insbesondere ist die Anzahl der Elemente von A,, gleich inl. 
Beweis. Seio € S, mit signo = —1 gegeben. Nach 3.2.3 ist sign(o -t~') = 
+1,alsoisto € A,t,denno = (o-t~')-t. Fiirjedeso € A,Tistsigno = —1, 
also ist die Vereinigung auch disjunkt. 


Nach 1.2.4 ist die Abbildung A, > A,Tt, 0 +» o -T, bijektiv. DaS,, aus n! 
Elementen besteht, enthalten A, und A,,tT je in! Elemente. Oo 


3.2.5. Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Existenz und Eindeutigkeit der mit 
den Axiomen von WEIERSTRASS charakterisierten Determinante zu beweisen. 
Wir benutzen dazu den Weg iiber die Formel von LEIBNIZ, die zwar wenig be- 
liebt, aber dennoch klassisch und manchmal fiir die Theorie niitzlich ist. 
Theorem. /st K ein Korper und n > 1, so gibt es genau eine Determinante 
det: Mn xn; K) > K, 

und zwar ist fiir A = (a;;) € M(n x n; K) 

det A = 3S sign (0) - Ata(1) ts... Ang(n) - (*) 


o€S, 


Die Formel (*) von LEIBNIZ hat fiir jede Permutation einen, also insgesamt n! 
Summanden. 


Beweis. Wir zeigen zunachst, da die Formel (*) aus den Axiomen folgt, das 
beweist die Eindeutigkeit. Dazu zerlegen wir jeden Zeilenvektor a; von A in 
Oh SOKIAI ap oc ae GHA 


und wenden Zeile fiir Zeile von oben nach unten das Axiom D1 an, bis eine 
Summe mit n” Summanden entstanden ist. Das nennt man eine Entwicklung 
von A nach Zeilen. 


a €iy 

n a 

det : => ) aii, * det - 
a i=! ‘ 

n An 


= Sans eat re =... 


i=l i=l 
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ei, 


n n n 
= ) ) >) Gb Webkp, On apo hr OOS 


ti lito=—| in=! ej 


Nun gilt nach Korollar 2 aus 3.2.3 und D2 


n 


= ; signa, fallseseino €S, gibt mit o(v) = i, fir alle v, 
(3) g = 
0, sonst. 


Also bleiben ,,nur* n! der n” Summanden ibrig, und es gilt (x). 

Leider ist der Beweis damit noch nicht zu Ende, denn allein aus der Tatsache, 
dafi man die Axiome zur Ableitung der Formel benutzt hat, folgt noch nicht, daB 
die Formel alle diese Eigenschaften hat. 

Fiir den Existenzbeweis definieren wir nun die Determinante durch die For- 
mel von LEIBNIZ, und es sind die Axiome von WEIERSTRASS nachzupriifen. 
Danach herrscht wieder Frieden zwischen den beiden alten Herren. 


D1 sieht man direkt an der Summe 


det a’ + a’ = > sign (a) *Ala(l) tees (4:1) a Gini) 722+" Ano(n) 
; o€S, 
4 / 
== a SIZN(O) - Qyo(1) + +++ * Gigi) * +++" Ana(n) 
a€S, 
ae Y> sign(e) « aie) Noes Gog * 2.2 * Ana(n) 
a€S, 


det a: + det ar : 


also gilt D1 a). Fiir b) zeigt man, da8 jeder Summand mit A multipliziert wird. 


D2 Angenommen, die k-te und die /-te Zeile von A seien gleich, wobeik < /. 
Ist t die Transposition, die k und / vertauscht, so ist nach 3.2.4 


Sp AD At 
und diese Vereinigung ist disjunkt. Isto € A,, so gilt 
signa —-+1 und sign(o-t)=—1. 


Wenn o die Gruppe A,, durchlauft, durchlauft o - t die Menge A,,T. Also ist 
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det A = ve Q\o(1) Tear ehs Ang (n) a bis Q\a(z(1)) Dice Ono (t(n)) fy (**) 


ocA, ocA, 


Da die k-te und die /-te Zeile von A gleich sind, gilt nach der Definition von t 


Byo(r(1)) + += * Aka(r(k)) * +++ * Ho(t()) * ++ = * Ana(t(n)) 
= Ajo(1) * +++ * Akal) * +++ * Alo(k) t+ +" Qno(n) 
=> Qio(1) tee * Aka(k) eee" Qo (l) OW ge 82 Qno(n) 
= Ajo(1)* +++ * Ana(n) - 


Also heben sich in («*) die Summanden gegenseitig auf, und es folgt 
detA =0. 


D3 Ist 5;; das Kronecker-Symbol und o € S,, so ist 


Stott): ++: Ono) = 0 firo 4 id, 
1 fire = idy 
Also ist 
det E, = det(6;;) = Ss sign(o) - Sic *--- Sno = Sign(id) =1. 0 
oESp 


3.2.6. Durch den Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist die theoretische Rechtfer- 
tigung dafiir geliefert, da8 man Determinanten so berechnen darf, wie wir es in 
3.1.4 mit Hilfe von Zeilenumformungen getan hatten. Man kann aber fiir kleine 
n auch die Formel von LEIBNIZ verwenden: 


Burr = 21st 
41 412 
= 411422 — 4242) - 
a2; 22 


Fur n = 3 ist 
41; 42 413 
11422433 + 1247303) + 4)3A2\A32 
42, 422 423 | = 
—@) 1473432 — A1242)433 — 4132243) . 
43, 432 33 
Die Summe hat 3! = 3-2-1 = 6 Summanden. Man kann sich diese For- 
mel leicht merken durch die Regel von SARRUS: Man schreibt den ersten und 
zweiten Spaltenvektor noch einmal hinter die Matrix: 
@1 42 413 411 4&2 
@21 G29 G23 Gai 22 


@31 432 433 31 “Age Bild 3.6 
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Die Koeffizienten langs der ,,Hauptdiagonale“ und ihrer Parallelen ergeben 
dann die Summanden mit positivem Vorzeichen, die Koeffizienten langs der 
,.Nebendiagonalen“ und ihrer Parallelen ergeben die Summanden mit negati- 
vem Vorzeichen. 

Fir n = 4 erhalt man eine Summe mit 4! = 24 Summanden, was schon 
hodchst unangenehm ist. Man beachte, daB ein Analogon zur Regel von SAR- 
RUS fiir n > 4 nicht gilt. Fiir n = 4 wiirde man auf diese Weise nur 8 von 24 
Summanden erhalten, und die Vorzeichen wiirden im allgemeinen nicht stim- 
men (wovon man sich zur Ubung ein fiir allemal iiberzeugen sollte). 

Wegen des rasanten Wachstums von n! sind auch Computer mit der Formel 
von LEIBNIZ tiberfordert (vgl. Aufgabe 5). Die Methode aus 3.1.4 erfordert we- 
sentlich weniger Rechenaufwand. 

Zur Rehabilitation der Formel von LEIBNIZ geben wir zwei theoretische An- 
wendungen. Die Eintrage a;; der Matrix kann man als insgesamt n* Unbestimm- 
te ansehen, dann ist die Abbildung 


dee) Kk") ok 
ein Polynom, im Fall K = R oder C insbesondere differenzierbar und somit 
stetig. 
In den Axiomen der Determinante sind die Zeilen vor den Spalten ausge- 
zeichnet. Das ist nur scheinbar so: 


Satz. Fiir eine Matrix A € M(n x n; K) gilt det'A = det A. 
Beweis. Ist A = (a;;), so ist'A = (aj;) mit aj; = a;;. Nun gilt 


det'A ys sign (7) - Qigqy +--+ * Bho 


oéS, 


= 2 sign() - Agayi + ---° Go(nyn 


aéS, 


: = 
= ) sign(O” ) + @jg-i(1) «+++ * Ano-"(n) 
ocS, 


=m det/ Ay: 
Bei der vorletzten Gleichung wurde benutzt, da8 fiir jedes o € S, 


Ag(i)l* +++ ° Ag(nyn = Aio-'(1) * ++ + * Ano-'(n) 
gilt, denn bis auf die Reihenfolge enthalten die beiden Produkte die gleichen 


Faktoren. AuBerdem wurde verwendet, daB nach 3.2.3 
signo = signa | 

gilt. Fiir die letzte Gleichung haben wir benutzt, da8 mit o auch o~' ,,ganz S,, 

durchlauft*. Genauer gesagt bedeutet das, da die Abbildung 
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. = 
S,i2S,, @PRoa,7 


bijektiv ist. Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeit des inversen Elementes (vgl. 
1223) oO 


3.2.7. Wie niitzlich es ist, wenn man abwechselnd mit Zeilen und Spalten ope- 
rieren kann, zeigt das 


Beispiel. Wir betrachten x,,...,x, als Unbestimmte und definieren die 
VANDERMONDE-Determinante 
I ah ea 
A, = det ; : 
Oe Pee ohn 


Offensichtlich ist A; = 1, Ay = x2 — x,. Firn = 3 formt man zuerst Spalten 
um und zieht dann Faktoren aus den Zeilen: 


il. sey oe i) bey Be — SGP lab) =x 
1 x} I I 
1 x2 ne = 1 X2 AIX =/)1 XQ Ky Aaa 
2 2 2 
(iy Se Vere marae 1 x3 — x) 4363 —&% 
3 %3 3 5 ey 
X2— X, X2(%2 — x1) 1 x2 
= = (x2 — x) (%3 — x) 
Az = Xj x4 (431— %y) x3 


Cop x) Cai) Ogio) 


Nach diesem Muster erhalt man durch Induktion tiber n (Aufgabe 2) 


(Ne = Hey (Gig 2g) 


l<i<j<n 


Daraus folgt, daB die Zeilen oder Spalten der obigen Matrix genau dann linear 
abhangig sind, wenn x; = x; fiir mindestens ein Paari # j. 


3.2.8. Wie wir gesehen haben, ist es oft niitzlich, in eine Matrix nicht nur Ele- 
mente eines K6rpers, sondern allgemeinere Symbole — etwa Unbestimmte — 
eintragen und damit rechnen zu diirfen. Damit das kein Ritt tiber den Boden- 
see bleibt, wird etwas theoretische Rechtfertigung dafiir bereitgestellt. 
Wir gehen aus von einem kommutativen Ring R mit Einselement 1 (s. 1.3.1). 
Mit 
M(n x n; R) 
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bezeichnen wir die quadratischen n-reihigen Matrizen mit Eintragen aus R. Ad- 
dition und Multiplikation von Matrizen kann man wie bei einem Korper er- 
klaren (1.4.1 und 2.5.1), damit wird M(n x n; R) zu einem Ring mit Einsele- 
ment E,,. Daim Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems aus 3.2.5 nir- 
gendwo durch Eintrage der Matrix dividiert wird, kann man ihn wortlich auf R 
ubertragen. Man tiberzeuge sich, dai die Kommutativitat verwendet wird! Dar- 
aus folgt, dai die Determinante 

det: Mn xn;R)>R, A=(ajj)bh Ss sign (0) - Ate) +++ * Anan) 

aéS, 

die Eigenschaften D1, D2 und D3 aus 3.1.2 hat. 

Man beachte, das von allen Folgerungen D4 bis D11 nur diejenigen direkt 
libertragen werden konnen, bei deren Beweis nicht dividiert wurde (Aufgabe 
MD): 


Aufgaben zu 3.2 


1. Stelle die Permutation 


E23: 435 
Sy te ieee 
als Produkt von Transpositionen dar. 


2. Beweise mit Induktion nach n, da fiir die Vandermonde-Determinante gilt: 


1 xX] sicve apn 


det gyi s : = Fy Co SSB) 5 
eT l<i<j<n 


[) 32 mae a 


3. Gib eine unendliche Teilmenge des R” an, in der jeweils n verschiedene Punkte linear 
unabhangig sind. 


4. Zeige noch einmal af 
det(a;;) = det((—1)'™ + aj), 


(vgl. Aufgabe 4 zu 3.1), aber benutze nun zum Beweis die Formel von LEIBNIZ. 


5. In dieser Aufgabe soll der Aufwand zum Berechnen der Determinante mit Hilfe der 
Leibniz-Formel bzw. des GauB-Algorithmus verglichen werden. 


a) Bestimme die Anzahl der Additionen und Multiplikationen, die notig sind, wenn 
man die Determinante von A = (a;;) € M(n x n; R) 


i) mit der Leibniz-Formel, 


ii) durch Umformung der Matrix in Zeilenstufenform mit dem GauB-Algorithmus 
und Aufmultiplizieren der Diagonalelemente berechnet. 
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b) Es stehe ein Computer zur Verfiigung, der Addition und Multiplikation in 0.2 Mi- 
krosekunden durchfiihren kann. Schatze ab, fiir welche GroBe von Matrizen man 
mit den Verfahren i) bzw. ii) in einer vorgegebenen Rechenzeit von héchstens 48 
Stunden auf diesem Computer Determinanten berechnen kann. 


6. Beweise die Regeln D4 bis D11 aus 3.1.3 mit Hilfe der Leibniz-Formel. 


7. Welche der Eigenschaften D4 bis D11 gelten, falls man Determinanten von Matrizen 
aus M(n x n; R) fiir einen kommutativen Ring R betrachtet (vgl. 3.2.8)? 


8. (Fortsetzung von Aufgabe 5 zu 3.1.) 
Sei K ein Korper mit char K #4 2,n € N ~ {0} gerade, also n = 2m fiir einm € N und 
A € M(n x n; K) schiefsymmetrisch. Definiert man 


P(x11, +++) Xan) =) Sign(o) « Xo (1)02) * ++» * XoQm—No 2m) + 
wobei iiber alle 0 € S, mit 0(2i) > o(2i — 1) fiiri = 1,...,m summiert wird, so 
ont det Al— (Play, -s Gnn))*. Man nennt P ein Pfaffsches Polynom. 


9. Seien v, w zwei verschiedene Punkte des K? und L Cc K? die Gerade durch v und 
w. Dann gilt: 


L = {(x1,x2) € K*: det] 1 w, wy 0}. 


10.* Zeige, daB die Menge 
SL(2; Z) := {A € M(2 x 2; Z): det A = 1} 
eine Gruppe bzgl. der Multiplikation ist und erzeugt wird von den Matrizen 


iy | 0 1 
Av ~ B= . 
QF] -1 0 
d.h. SL(2; Z) = erz(A, B) (vgl. Aufgabe 4 zu 1.2). 
11. Gegeben sei ein offenes Intervall 7 C R und die R-Vektorraume 
C :=C(/;R) = {a: 1 > R:a stetig}, 
De= DUER).=A¢ =2 (Gig sexs On) ee 


gy beliebig oft differenzierbar} . 


Matrizen A € M(n x n;C) und b € M(n x 1; C) bestimmen das lineare Differential- 


gleichungssystem 
: yl =A-ytb. (*) 


Fir b = 0 hei®t das System homogen. Die Losungsréume sind erklart durch 
L:i=(peD:g' =A-y+b} und Lo:= {pe Dig’ =A-g} - 
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a) Zeige, daB Co C D ein Untervektorraum und £ C D ein affiner Unterraum ist. 
b) Zeige, daB fir yg", ..., g™ © Lo folgende Bedingungen aquivalent sind: 

i) g),...,@™ sind iiber R linear unabhangig. 

ii) Fiir ein xo € J sind g(x), ..., ¢™ (xo) € R" linear unabhangig. 

iii) det (0 : ) # 0. Diese Determinante heiBt WRONSKI-Determinante. 
c) Zeige, daB dim£ = n (unabhangig von A). 


Hinweis: Man benutze die in der Analysis bewiesene Existenz- und Eindeutigkeitsaus- 
sage ([Fo 2], §12), wonach es bei gegebenem xo zu beliebigem Anfangswert c € R” 
genau eine Losung ¢ von (*) mit @(xo) = c gibt. 


12. Bestimme alle Lésungen der Differentialgleichung y” = —y. Uberfiihre dazu die 
Differentialgleichung mit dem Ansatz yo = y, y; = y’ in ein lineares Differentialglei- 
chungssystem wie in Aufgabe 11 und benutze, daB y eine Lésung von y” = —y ist 
genau dann, wenn (¢, g’) eine Lésung des linearen Systems ist. 


3.3. Minoren* 


Wie wir gesehen haben, wird die Berechnung von Determinanten bei wachsendem n 
sehr viel schwieriger. Daher kann es manchmal helfen, in einer Matrix Zeilen und Spal- 
ten zu streichen, und zuniachst die Determinante der kleineren Matrix zu berechnen. 


3.3.1. Zunachst benotigen wir einige sehr technische Vorbereitungen. Ist 
A = (aj) € M(n x n; K), so sei Aj; fiir festes 1, j die Matrix, die aus A en- 
steht, indem man a;; durch | und alle anderen Komponenten, die in der i-ten 
Zeile oder der j-ten Spalte stehen, durch 0 ersetzt. Ausgeschrieben ist 


Bis Anja Doar trgrielnaey aie 
reaper = Gry p=] 0 Qo ey Ait np 
Grit 2% A+ j—1 0 Gi+t,j+l °° Gitisn 

Any > An g-t OO On y tt Onn 


Die Matrix 


A' = (ai)€M(nxn;K) mit a}, := det Aj; 
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hei®t die zu A komplementdre Matrix. Man beachte dabei die Umkehrung der 
Reihenfolge der Indizes. Weiter bezeichnen wir mit 


€ M((n — 1) x (n— 1); K) 


die Matrix, die man durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A 
erhalt. 


Bemerkung 1. Es gilt stets 
det AN = 1)! det Ai; 7 


Beweis. Durch i — 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j — 1 Vertau- 
schungen benachbarter Spalten kann man Aj; auf die Form 


OAy 


bringen. Also folgt die Behauptung aus D6 und D9 wegen 
cally baal seat Ess Cie ; o 


Ist A = (a!,...,a") € M(n x n; K), wobeia',...,a" die Spaltenvektoren 
von A sind, und ist 
e' ='e, ='(0,...,0,1,0,...,0), 


So ist 1 Ae 
(a! tata? Vel tat ae 

die Matrix, die aus A entsteht, indem man a;; durch 1 und alle anderen Kompo- 

nenten der j-ten Spalte durch 0 ersetzt. Im Gegensatz zu Aj; bleiben die restli- 


chen Komponenten der i-ten Zeile unverandert. 


Bemerkung 2. Es gilt stets 


det Aj; = det(a',...,a/~", e', a/*"| ae on 


Beweis. Durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spal- 
ten kann man (a',...,a/~', e', a/*', ..., a") in Aj; tiberfiihren. Also folgt die 
Behauptung aus D7. Oo 
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Satz. Ist Ae M(n x n; K) und A" die zu A komplementdre Matrix, so ist 
A'.A=A-A!" = (detA)-E,. 


Beweis. Wir berechnen die Komponenten von A! - A: 
n n 
tt 
Yo alan = Daye det A j; 
j=l j=l 


n 
y medetat. wd ',e!,a''!,...,a") nach Bem, 2 
j=l 


n 
= det(a',...,a'"', Dogue a. <ee5,4°). nach D1 
j=l 


Poa .....@07.,d°,a,...,a") 
= 6, -detA. nach D2 
Also ist A" - A = (det A) - E,. Analog berechnet man A - A’. oO 


3.3.2. In den Definitionen und Beweisen von 3.3.1 kann man den K6rper K 
durch einen kommutativen Ring R mit Einselement ersetzen (vgl. 3.2.8). Der 
Leser mége zur Ubung die Einzelheiten iiberpriifen. Kritischer Punkt ist der Be- 
weis von Bemerkung 2; aber da man die 1 als Pivot fiir die Umformungen hat, 
geht alles gut. Ergebnis ist das 


Korollar. Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und A" € M(n x n; R) die zu 
A € M(n x n; R) komplementdre Matrix, so gilt 


A'.A=A-A" = (detA)-E,. oO 


Dies wird in 4.5.3 sehr niitzlich sein. 


3.3.3. Die gerade bewiesene Eigenschaft der komplementaéren Matrix hat wich- 
tige Konsequenzen. Wir beschranken uns wieder auf den Fall eines K6rpers K. 


Entwicklungssatz von LAPLACE. Istn > 2 und A € M(n xn; K), so gilt fiir 
jJedesi € {1,...,n} 


det A=) (-1)'" - aj; - det Aj, 
j=l 
(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und fiir jedes j € {1,...,n} 
det A =) \(-1)'* aj - det Aj, 
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(Entwicklung nach der j-ten Spalte). Dabei bezeichnet Aj; jeweils die in 3.3.1 
definierte Streichungsmatrix, 


Beweis. Nach Satz 3.3.1 ist det A ftir jedes 7 gleich der i-ten Komponente in der 
Diagonale der Matrix A - A", also 


n n n 
det A = ) > ayai, = Y > ai «det Ay = )(-1)'Maj; - det Aj, 
j=l j=l j=l 


nach Bemerkung | aus 3.3.1. Indem man ebenso mit A®- A verfahrt, erhalt man 
die Formel fiir die Entwicklung nach der j-ten Spalte. a) 


Genau genommen gibt der Entwicklungssatz von Laplace nur ein Verfahren an, 
die Summanden der Formel von LEIBNIZ in einer speziellen Reihenfolge auf- 
zuschreiben. Das kann aber doch niitzlich sein, etwa dann, wenn in einer Zeile 
oder Spalte viele Nullen stehen. Als Beispiel berechnen wir noch einmal 


O}) lp 
JL salt 3 

3 2 1)=0 3) =04+1+2=3. 
1 0 1 0 l 

boule fl 


Die durch den Faktor (—1)'*/ bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als 
,»chachbrettmuster* vorstellen: 


3.3.4. Aus Satz 3.3.1 sieht man sofort, da8 die komplementire Matrix bis auf 
den Faktor det A gleich der inversen Matrix ist. Das kann man nach Bemerkung 
1 in 3.3.1 auch so ausdriicken: 
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Satz. Sei A € GL (n; K). Definiert man C = (c,;) € M(n * n, K) durch 


Cy = (=1)'*/ ‘ det Aj, ' 


So ist | 
| 


A =—. 
det A 


iy 0 
Im Spezialfall n = 2 erhalt man 


=f 
ab ee | d d -c al | d =b 
cad a ad — be =p a ad - be c a t 


Auch fiir n = 3, 4 ist dieses Verfahren noch niitzlich. Man berechne zur Ubung 
-| 


O01 —4 
12 =| 
gee 


und vergleiche das Ergebnis mit dem in 2.7.5 erhaltenen. 
Fiir gréBere n ist der Rechenaufwand wieder zu groB, weil man n? Determi- 
nanten berechnen muf. Dafiir eine schone Anwendung in der Theorie. Wegen 


der Stetigkeit von 
det: M(n x n; R) > RR 


ist GL (n; R) C M(n x n; IR) eine offene Teilmenge, und aus den obigen For- 
meln folgt, daB die Abbildung 
GL(n;R) > GL(n;R), Aw At, 
differenzierbar ist. Das ist niitzlich in der Analysis. 
3.3.5. Auch fiir die Losung linearer Gleichungssysteme ist die komplementiire 
Matrix niitzlich, und zwar im Fall 
A:x=b mit AEéGL(n; K). 
Hier ist die entsprechend 2.3.6 eindeutige Losung gegeben durch 
x=A!.b. 
Man kann x auch ohne explizite Berechnung der inversen Matrix bestimmen: 


Sind a',..., a" die Spaltenvektoren von A, so hat AW! nach 3.3.1 in der é-ten 


Zeile und der j-ten Spalte die Komponente 
det Ay _ deta’ ,...,0 sehra't",.. 64,8") 


det A det A 
Fiir die i-te Komponente von x = A~'b folgt nach D1 und Satz 3.2.6 
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A. det Aj. --det(a\oo. ya's) bial eee 
xi = > 4,—+ — deta ee 
det A det A 


j=l 
Man kann also x; berechnen aus der Determinante von A und der Determinante 


der Matrix, die aus A durch Austausch der i-ten Spalte gegen b entsteht. Wir 
fassen das Ergebnis noch einmal zusammen. 


CRAMERsche Regel. Sei A € GL (n; K), b € K" undx ='(x,,...,Xn) € K" 
die eindeutig bestimmte Lésung des Gleichungssystems 


Jaci = /0).. 
Bezeichnen a',...,a" die Spaltenvektoren der Matrix A, so gilt fiir jedes 
i é€ {l1,...,n} 
Weta Poa b, ase 2 
ve det A 


Fiir groBe n ist diese Regel zur Bestimmung der Losung nicht praktisch, denn 
man mu8 dazu n + 1 Determinanten berechnen. Fiir theoretische Untersuchun- 
gen ist die Cramersche Regel jedoch sehr wertvoll. Im Fall K = R kann man 
damit zum Beispiel leicht einsehen, daB8 die Losung x des Gleichungssystems 
A-x = b stetig von den Koeffizienten von A und b abhangt. 

Als Beispiel betrachten wir das Gleichungssystem 


xX; +X2 =; 
X2 +x%3=1, 
3x, +2x.+%3=0, 


mit der Koeffizientenmatrix 


Lealc0 
A=]}011 
Sie aul 
Durch elementare Umformungen erhalt man das reduzierte Gleichungssystem 
X1 +X2 = ale 
2 +x3= 15 
2x3= —2, 


und daraus die Losung 
(Cais x2, x3) > (ok 2 —]) 2 
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Wegen det A = 2 ergibt die Cramersche Regel 
1 


OO 
NOr kK NK 
Ore Ke FO 


3.3.6. Nach D10 ist rang A < n fiir A € M(n x n; K) gleichbedeutend mit 
det A = 0. Um zu sehen, wie weit der Rang absinkt, mu8 man weitere Deter- 
minanten berechnen. Das kann man sogar auf beliebige Matrizen ausdehnen. 

Ist A € M(m xn; K) undk < min{m, n}, so hei&t eine quadratische Matrix 
A’ € M(k x k; K) eine k-reihige Teilmatrix von A, wenn A durch Zeilen- und 
Spaltenvertauschungen auf die Form 


A’ x 
*x 
gebracht werden kann (wobei an den mit « bezeichneten Stellen beliebige Ma- 


trizen stehen konnen). Man kann auch sagen, da8 A’ aus A durch Streichen von 
m—k Zeilen und n —k Spalten entstanden ist. det A’ heiBt ein k-reihiger Minor. 


Satz. Sei A € M(m x n; K) undr € N. Dann sind folgende Bedingungen 
gleichwertig: 


i) r = rang A. 
ii) Es gibt einen r-reihigen Minor # 0, und fiir k > r ist jeder k-reihige Minor 
gleich Null. 
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf fiir jedes k € N folgende Bedingungen gleich- 
wertig sind: 
a) rangA>k. 
b) Es gibt eine k-reihige Teilmatrix A’ von A mit det A’ + 0. 
b) > a). Aus det A’ ¥ 0 folgt rang A’ = k und somit rang A > k, weil sich der 
Rang einer Matrix bei Zeilen- und Spaltenvertauschungen nicht andert. 


a) > b). Ist rang A > k, so gibt es k linear unabhangige Zeilenvektoren in A. 
Nach Zeilenvertauschungen k6nnen wir sie in die ersten k Zeilen bringen. Sei 
B die Matrix, die aus diesen Zeilen besteht. Wegen 
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Zeilenrang B = k = Spaltenrang B 
gibt es k linear unabhangige Spaltenvektoren in B. Durch Spaltenvertauschun- 
gen k6nnen wir sie in die ersten k Spalten bringen. Sei A’ € M(k x k; K) die 
aus diesen Spalten bestehende Matrix. A’ ist eine Teilmatrix von A, und wegen 
rang A’ = k gilt det A’ 4 0, was zu zeigen war. oO 


3.3.7. Die in 3.1.3 als Eigenschaft D11 bewiesene Multiplikativitat der Deter- 
minante hat eine Verallgemeinerung, die zum Beispiel in der Analysis bei der 
Berechnung von Inhalten benutzt wird (vgl. [Fo3], §14). Sie betrifft rechteckige 
Matrizen. Dafiir kann man zwar i.a. keine Determinante mehr erklaren, aber Mi- 
noren. Sei A = (a',...,a") € M(m x n; K), wobei die a/ € K™ die Spalten- 
vektoren bezeichnen. Ist m < n, so definieren wir fiir 1 < kj <...<k, <n 
die Teilmatrix 


7 alee (a',...,a"") © M(m x m; K). 
det (A*'*") heiBt ein m-reihiger Minor von A, davon gibt es 
(")= n! \n-=1)-...:@ >Re 
m (n —m)!m! m:-(m—1)-...-2-1 
Stiick (vgl. [Fol], §1). Hat B die gleiche GroBe wie A, so ist A-‘B quadratisch, 
also gibt es davon eine Determinante. Wie man sie berechnen kann, sagt das 


Determinanten-Multiplikationstheorem. /st m < n, so gilt fiir alle Matrizen 
A,B eM(m xn; K) 


det(A-'B)= > (det A*e-*). (det Bam (*) 


1<k; <...<ky,<n 


Der Fall m > n ist langweilig (vgl. Aufgabe 2), fiir m = 1 ist die Aussage 
offensichtlich. 


Beweis. Fiir sehr kleine m und n kann man die Formel (*) durch direkte Rech- 
nung mit der Leibniz-Formel beweisen (Aufgabe 3), aber im allgemeinen Fall 
ist das eine einzige Index-Schlacht (vgl. etwa [Kow 1], §34). Ubersichtlicher 
ist eine geeignete Zerlegung der Rechnung in elementare Schritte. Bei quadra- 
tischem A ging das mit Hilfe einer Produktdarstellung durch Elementarmatri- 
zen (D11 in 3.1.3). Im rechteckigen Fall wird A bei festem, aber beliebigem 
B zeilenweise aus besonders einfachen Matrizen aufgebaut, das kann man als 
Umkehrung der Entwicklung nach Zeilen aus 3.2.5 ansehen. 
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1) Wir zeigen die Giiltigkeit von (x) fiir 


ej, 
13 : fiir beliebige j\,..., jm € {1,...,n}. 
Cin 
Man beachte, daB die Zeilenvektoren e; im K” liegen. Fiir dieses spezielle A 
sind die Minoren ganz einfach zu berechnen: Ist 1 < kj < ... < ky <n, so 
gilt 


e olny os f IT el ms 
0 , sonst . 


Nun betrachten wir die Wirkung der Multiplikation mit A: Ist 


bi 
B= (oe ...D') , sofolgt A-'B= 
bi 
Die Determinante von A-' B ist also héchstens dann von Null verschieden, wenn 
Ji, +++» Jm Paarweise verschieden sind, d.h. wenn es eine Permutation o € S,, 


und 1 <k, <...<k,, <n gibt mit j; = k,,), und es ist dann 


Also gilt in diesem Fall (*) mit einem einzigen Summanden auf der rechten 
Seite. 


2) Gilt die Formel fiir A, und entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten 
Zeile mit X € K, so gilt die Formel auch fiir A. In Zeichen 


(*) = (*). 
Ist C := A-'BundC := A-'B, so entsteht C aus C durch Multiplikation der 
i-ten Zeile mit A. Nach D1 ist 


det A‘ — - det AM*" und detC =A-detC, 
also folgt (*) = A - (x). 


3) Ist die i-te Zeile a; von A eine Summe a; = a; + Gi, und gilt die Formel fiir 
A= Gj und A= on 


so gilt sie auch fiir A. In Zeichen 
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(%) und (%) > (x). 


Wir setzen C := A-'B,C := A-'BundC = A-'B. AxiomD1 angewandt 
auf A*'-“" und C ergibt 


. ~, : ~k, 'm ~ iF, 
det AM" = det AX-*» 4 det A und detC =detC + detC, 
also folgt (*) = () + (*). 
Es bleibt zu zeigen, da% man mit Hilfe von 1), 2) und 3) jede beliebige Matrix 
a 
A = (aj) = : mit Zeilenvektoren a; € K" 
am 


schrittweise aufbauen kann: In der ersten Etappe wahlt man die Indizes 
Ja,--»Jm € {1,..., n} beliebig, aber fest. LaBt man j, von 1 bis n laufen, und 
wahlt man nacheinander Aj, = a);,, So folgt die Giltigkeit von (*) fiir 


a, 
ej - aa ‘ z 
JN = F fiir beliebige osm ne 
© jm 
In der zweiten Etappe halt man a, sowie jz, ..., jm fest und laBt j2 von 1 bis n 


laufen. Das ergibt wie oben die Giiltigkeit von (*) fiir 


a 
a2 
Jao) = || @is fiir beliebige j3,..., jm. 
© im 
In der m-ten Etappe erhalt man schlieflich (*) fiir A,, = A. Oo 


3.3.8. Im Spezialfall m = n erhalt man mit der oben angewandten Methode 
einen neuen Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes D11. Fir B = A 
ergibt sich das 
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Korollar. Fiir jedes A € M(m x n; K) mitm <n gilt 
Beata "A)= dT det (atrntny” O 


1<k) <...<kyp<n 
Man nennt det(A -‘A) eine GRAMsche Determinante. Insbesondere ist sie fiir 
K = R nie negativ und genau dann Null, wenn rang A < m (vgl. 3.3.6). 


Aufgaben zu 3.3 


1. In dieser Aufgabe geht es um weitere Eigenschaften der komplementiren Matrix. 
a) Ist die Abbildung M(n x n; K) > M(n x n; K), Ate A! linear? 

b) Zeige: '(A") = ('A)*, (AB)! = Bhat. 

c) det Aé = (det A)"~!. 

d) (At)# = (det A)"-? - A. 


2. Sind A, B € M(m x n; K) und ist m > n, so folgt det A -'B =0. 


3. Beweise die Formel fiir det A -‘B aus 3.3.7 durch direktes Ausrechnen, wenn 
A, B € M(2 x 3; K) sind. 


4. Beweise: 
a b ée a 
—b —d 
det ° $ (GPa iiede ce seg Py. 
—Cel d a —b 
—d -c b a 
5. Fir x = (x1,..., Xn) und y = (1, ..., yn) aus K” sind dquivalent: 


i) x und y sind linear abhangig. 
Ket ty: 
ii) oa ( by ot = 0 fiir alle i, j. 
ed) wel 
6. Ist E = span (x, y) C K” ein 2-dimensionaler Untervektorraum, so definieren wir 
ye 
py =o ( are Te | yee eS Tle 
25 OA 


Man nennt p(x, y) = (pij)i<icj<n € K () die (homogenen) Pliickerkoordinaten von 
E = span (x, y); nach Aufgabe 5 ist p(x, y) #0. 
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a) Zeige, daB die Pliickerkoordinaten bis auf einen Faktor aus K \ {0} nur von E ab- 
hangen: Ist E = span(x, y) = span(x’, y’), so existiert ein A € K ~ {0} mit 
p(x, y) =A- p(x’, y’). In diesem Sinne wollen wir auch einfach von den Pliicker- 
koordinaten p(E) von E reden, diese sind dann bis auf einen Faktor 4 0 eindeutig 
bestimmt. 


b) Zeige: Sind E;, Ez C K” Untervektorraéume der Dimension 2, so daB p(E,) und 
p(E>) linear abhangig sind, so folgt E; = Ep. 


c) Ist E = span(x, y) CK 4 so erfiillen die Pliickerkoordinaten (p; j) von E die Glei- 
chung p12p34 — Pi3P24 + Pisp23 = O. Ist umgekehrt p = (pij)i<i<cj<a € K® 
gegeben mit pj2p34 — P13P24 + Pi4p23 = O, so existiert ein 2-dimensionaler Un- 
tervektorraum E = span (x, y) C K* mit p(E) = p. 


d) Sind E; = span (x, y), Ey = span(x’, y’) C K* zweidimensionale Untervektor- 
réume mit Pliickerkoordinaten p(E}) = (pij), p(E2) = (qij), So gilt: 

XY) Aes 

X2 yo Xy Vy 

%3 Y3 Xz «V3 


x4 Ya X4 4 
> P12934 — P13924 + P14q23 + P23914 — P24913 + P34qi2 = 0. 


E, N E2 $ {0} } det 


7. Zeige, daB det(x) = Dies sign(O)/- Xic(i) *-:- ° Xno(n) © PMI etpeees xn] ein 
irreduzibles Polynom ist, das hei®t, daB aus det(x) = P - Q mit Polynomen P und Q 
stets P € K oder 0 € K folgt. 
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3.4.1. Nach den vielen Rechnungen mit Determinanten kommen wir zuriick zur 
Frage nach ihrer geometrischen Bedeutung. Eine Matrix A € M(n xn; K) kann 
auch als Endomorphismus des K” angesehen werden. Dabei wird die Standard- 


basis €),..., &, auf die Spaltenvektoren a',..., a" von A abgebildet. Im Fall 
K = R hat der von e,..., é, aufgespannte Wiirfel im R” das Volumen 1, das 
von a!,..., a” aufgespannte Parallelotop hat das Volumen 

|det'A| = |det A| 


(vgl. [Fo3], §5). Der Betrag der Determinante ist also das MaB fiir die durch den 
Endomorphismus bewirkte Veranderung des Volumens. 

Sind ein beliebiger K-Vektorraum V mit dimV < oo und ein Endomorphis- 
mus 
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F: Vo V 
gegeben, so kann man eine Basis 6 von V wahlen und 
det F := det Mg(F) € K 


setzen. Ist A eine andere Basis von V, so gibt es nach 2.6.5 ein S € GL(n; K) 
mit 


M,A(F)=S-Mg(F)-S™', alsoist det M,4(F) = det Mg(F) 
nach D11 aus 3.1.3. Daher haben wir eine wohldefinierte Abbildung 
det: End(V) > K, Fr detF. 


Im Gegensatz zum R” hat man in einem allgemeinen V keine Volumenmessung 
mehr. Immerhin folgt aus D10 in 3.1.3 die 


Bemerkung. Fiir F € End (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig: 
i) F ist surjektiv. 
ii) det F £0. Oo 


3.4.2. Fiir einen Endomorphismus des R” ist der Betrag der Determinante ein 
Ma8 fiir die Veranderung der Volumina (vgl. 3.4.1). Das Vorzeichen der Deter- 
minante hat ebenfalls eine geometrische Bedeutung. 


Beispiele. a) Sei 


hy || 
A= ( : und A’= ( ee! : 
Es ist detA = 3 > Ound det A’ = —3 < 0. Die Wirkung von A auf den 


Buchstaben F ist in Bild 3.7 zu sehen: Das Bild unter A ist nach einer Drehung 
wieder als F zu erkennen, das Bild unter A’ ist gespiegelt. 


b) Bei einem Automorphismus A des R? betrachtet man das Bild einer linken 
Hand. Ist det A > 0, so sieht es wieder aus wie eine linke Hand, falls det A < 0, 
wird daraus eine rechte Hand. 
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A(e,) 
>I, 
Lr, yi 0 
pa A(e,) 
42, 
Al 
A'(e,) 
A'(e,) 
0 m 
Bild 3.7 


Das motiviert die 


Definition. Ein Automorphismus eines R-Vektorraumes V mit dimV < oo 
heift 
orientierungstreu, falls det F > 0, und 


orientierungsuntreu, falls det F < 0. 


Bild 3.8 (aus [B 2]) 
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3.4.3. Es ist bezeichnend fiir die Schwierigkeit der Definition, daB man ,,ori- 
entierungstreu” erklaren kann, bevor klar ist, was eine ,,Orientierung“ ist. Das 
wird nun nachgeholt: 


Definition. Seien A = (v,,..., v,) und B = (w),..., w,) Basen des R-Vek- 
torraumes V und F der nach 2.4.1 eindeutig bestimmte Automorphismus von 
V mit 
AU) = Wy, 1-yl Up) Wp 

Dann heifen A und B gleichorientiert, in Zeichen A ~ B, wenn det F > 0. 

Offensichtlich ist dadurch eine Aquivalenzrelation in der Menge X aller Ba- 
sen von V erklart, und X zerfallt in zwei Aquivalenzklassen 

je 9, NID 


wobei je zwei Basen aus derselben Klasse gleichorientiert sind. Man beachte, 
daB X* und X, vollig gleichberechtigt sind. 

Unter einer Orientierung von V versteht man eine Aquivalenzklasse gleich- 
orientierter Basen; dafiir gibt es zwei Moglichkeiten. 


Fiir V = R” kann man die Zerlegung von X explizit beschreiben. Man hat eine 
kanonische bijektive Abbildung 
M: X ~>GL(n;R), Ar A=M(A), 


wenn M(A) die Matrix mit den Vektoren der Basis A als Spalten bezeichnet 
(vgl. Aufgabe 1), und es gilt 


A~ B= det M(A) - det M(B) > 0. 


Man beachte dabei, daB det M(B) und det M(B)~' das gleiche Vorzeichen ha- 
ben. Die Gruppe GL (n; R) hat eine disjunkte Zerlegung in 


G, {A € GL(n; R): detA >0} und 
“C33 {A € GL(n; R): detA <0}. 


Im R’ gibt es die kanonische (d.h. nach DUDEN ,,den kirchlichen Bestimmun- 
gen gemafe") Basis K, sie ist in einer der beiden Klassen X* oder X, enthalten, 
und diese ist dadurch ausgezeichnet (also ist es hier schon wieder vorbei mit der 
Gleichberechtigung). Ist etwa K € X°, so folgt 


G, = M(X*) und G_=M(X,). 
Wir kénnen also im Fall V = R” die Zerlegung 
X=X°UX, ersetzendurch GL(n; R) =G,UG_. 
Offensichtlich ist G, C GL (n; R) eine Untergruppe, und es gilt die 
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Bemerkung. Jst T € GL (n; R) mit det T < 0 gegeben, und ist 
t: GL(n;R) > GL(@;R), AP A-T, 
die Rechtstranslation (vgl. 1.2.4), so gilt 
€(G;.) ='G und’? 1(G_) = Ge 
Der Beweis verlauft wie in 3.2.4. Oo 


3.4.4. Nun wollen wir zeigen, da8 zwei Basen des R” genau dann gleichorien- 
tiert sind, wenn sie sich ,,stetig ineinander verformen“ lassen. Vor allem mu8 
prazisiert werden, was das heifen soll. Dabei konnen wir entsprechend 3.4.3 
die Menge aller Basen durch GL (n; R) ersetzen. 


Definition. Sind A, B € GL(n; R), so versteht man unter einem Weg von A 
nach B eine stetige Abbildung 
g: 1>GL(@;R), te g(t)=(¢j@). 

wobei J = [a, B] C KR ein Intervall ist, mit p(@) = A und g(f) = B. Die 
Stetigkeit von y bedeutet, daB die n? Funktionen g;; mit Werten in R stetig sind. 
Wesentlich dabei ist, da& die Matrix g(t) fiir jedes t € J invertierbar ist. 

Die Matrizen A, B € GL (n; R) nennt man verbindbar (in Zeichen A ~ B), 
wenn es einen Weg von A nach B gibt. 
Man betrachtet t als Zeitparameter, die Spalten von y(t) beschreiben eine Basis, 
die sich im Lauf der Zeit verformt. 


Theorem. Fiir zwei Matrizen A, B € GL(n; R) sind folgende Bedingungen 
gleichwertig: 


i) A und B liegen in derselben Klasse G, oder G_, d.h. det(A- B) > 0, 
ii) A und B sind in GL (n; R) verbindbar. 


In der Sprache der Topologie sagt man dafiir, da8 GL (n, R) in die zwei Zusam- 
menhangskomponenten G, und G_ zerfallt. 


Korollar. Zwei Basen A und B des R" sind genau dann gleichorientiert, wenn 
sie stetig ineinander verformbar sind. 


Wesentlich dabei ist wieder, da8 man zu jedem Zeitpunkt der Verformung eine 
Basis hat. 


Beispiele. a) Im R' besteht eine Basis aus einem einzigen Vektor x € R* = 
GL (1; R). Ist y ein weiterer, so gibt es genau dann einen Weg von x nach y, 
wenn beide gleiches Vorzeichen haben (Bild 3.9). Dabei benutzt man den Zwi- 
schenwertsatz ([Fol], §11). 
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IR* IR* 
eS oe 
x ; - r NE B is 
i] 


iG: B lA 


Bild 3.9 
b) Die Basen A = (e;, e2) und B = (—e;, e2) sind nicht stetig ineinander ver- 
formbar. Man mache dazu ein Experiment mit einer nicht mehr benutzten oder 
gedachten Uhr: versuche, sie durch unabhangige Bewegung beider Zeiger von 
3 Uhr auf 9 Uhr zu stellen, so da die beiden Zeiger dabei nie auf einer Geraden 
liegen! 


c) Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer nicht ganz flach gestreckten lin- 
ken und rechten Hand reprasentieren die beiden méglichen Orientierungen des 
R’. Dreht man so lange, bis Mittelfinger und Zeigefinger der beiden Hande auf- 
einander liegen, so zeigen die Daumen in verschiedene Richtungen. 


Wir benutzen folgende Teilresultate: 
Lemma 1. Die Verbindbarkeit ist eine Aquivalenzrelation in GL (n; R). 


Lemma 2. Ist g: I — GL (n; R) ein Weg von A nach B, so haben det A und 
det B das gleiche Vorzeichen. 


Lemma 3. Jst A € GL (n; R) mit det A > 0, so gibt es einen Weg von A nach 
| oe 


Daraus ergibt sich leicht der Beweis des Theorems: Nach Lemma 2 gilt 
ii) > i). Es bleibt also 1) => 11) zu zeigen: 

Sind A, B € G,, so gibt es nach Lemma 3 Wege von A nach E,, und von B 
nach E,, also nach Lemma 1 auch einen Weg von A nach B. 

Sind A, B € G_, so setze man etwa 


Die Rechtstranslation C +> C - T bewirkt eine Multiplikation der ersten Spalte 
mit —1, das ist eine stetige Abbildung von GL (n; R) auf sich. Da A - T und 
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B-T € G,, gibt es einen Weg dazwischen, durch die Rechtstranslation mit T 
erhalt man daraus einen Weg von A nach B. oO 


Zum Beweis von Lemma I verweisen wir auf Aufgabe 2. oO 


Beweis von Lemma 2. Nach 3.2.6 ist die Determinante stetig, also ist 

detog: 1> R, tt det(y(t)) , 
eine stetige Funktion. Da det(g(t)) 4 0 fiir alle r, hat det(p(t)) nach dem Zwi- 
schenwertsatz fiir alle ¢ das gleiche Vorzeichen. Oo 


Beweis von Lemma 3. Durch eine Folge verschiedenartiger Umformungen wird 
A in E,, tiberfiihrt. Der Kniff ist, diese Umformungen nicht auf einen Schlag, 
sondern langsam durchzufiihren. Dadurch erhalt man kleine Wegstiickchen, die 
man schlieSlich zum ganzen Weg von A nach E,, zusammenfigt. 

Zur Vorbereitung der ersten Etappe tiberlegt man sich, da jede invertierbare 
Matrix durch Spaltenumformungen vom Typ III (Addition einer -fachen i-ten 
Spalte zu einer j-ten Spalte mit j 4 7) in eine Diagonalmatrix 

hy 0 
D= 
0 An 
iiberfiihrt werden kann (Aufgabe 3). Es ist wichtig, Spaltenvertauschungen zu 


vermeiden, weil sie das Vorzeichen der Determinante verandern. 
Seien also Elementarmatrizen C),..., Cy, vom Typ III gefunden, so daB 


De AN Overs 


ISIC” Ss Q} (2) eine davon, so zeigen wir, wie daraus ein Wegstiickchen ge- 
macht werden kann. Ist 


A=(...,4',.::9@/j00-) . 780ist A- Olu) = Gina ieee ee). 
Definieren wir eine stetige Abbildung 
wv: [0,1] > GL; R), tH A-Qi(¢-p), 


so ist Y(O) = Aund w(1) = A- Q! (w). Wie die stetige Ausfiihrung dieser 
Scherung verlauft, ist in Bild 3.10 angedeutet. 
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a) + pat 
oF ; 


Bild 3.10 


Nach Lemma 1 kann man die so erhaltenen k Wegstiickchen zusammensetzen 
zur ersten Etappe 


#1: [1,81] > GL(@;R) mit g(@;)=A und ¢,(6;) =D. 
Aus D7 folgt det (yg, (t)) = det A fiir jedes t € [a ,, 6], insbesondere 
GeuAe= det) =1Nj} 1-0: An 


In der zweiten Etappe wird D verbunden mit 


é) 
hi 
D' = Ya, See wODeI cst — re 
lAi| 
En 
Dazu benutzen wir, da8 man in R* jedes A mit ¢ = ‘i geradlinig verbinden 


kann durch 


x: [0,1] > R*, peat te-ar=a(14(s=1)r), 


>t 


" 


1)"| 


Zi 


=i 


Bild 3.11 


Die Multiplikation der Spalten mit Faktoren kann man auch durch Elementar- 
matrizen vom Typ 5; (2) bewirken, also ist 
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1 1 
D=D-si:(— |... se 
lAi| lAn| 


und jedes der n Wegstiickchen von D nach D’ ist beschrieben durch Multipli- 


kation mit 1 
S;{l+ ( - i) ) 
’ ( lA; 


fiir t € [0, 1]. Diese n Stiickchen zusammengefiigt ergeben einen Weg 
$2: [2, B2] > GL(n, R) mit (a2) = D und ¢(6)) = D’. 


Dal +(j5-1)1 > Ofiir0 <1 <1, ist det D’ = +1, also ist die Anzahl der 
Eintrage —1 in D’ gerade. 

In der dritten Etappe wird D’ mit E, verbunden, dazu nimmt man sich in 
jedem Schritt ein Parchen von negativen Einsen vor. Wie sie gemeinsam ins 
Positive gewendet werden konnen, sieht man am besten im Spezialfall n = 2. 


Man nimmt die stetige Abbildung 
cost —sint 
a: [—2,0] ~ GL(2;R), on ( 2 
sint cost 
Fir sie gilt 


-1 0 TO 
a(—-1) = oak a(0) = a = E>. 


Falls die beiden Eintrage —1 an beliebigen Stellen sitzen, verwendet man die 
Abbildung 


cost --- —sint 
th : Me : € GL(n; R). 


sint --- cost 


Macht man dies nacheinander fiir jedes Paar, so erhalt man insgesamt das Weg- 
stiick 

93: [o3, 63] > GL(n;R) mit 3(a3) = D’ und 93(B3) = E, . 
Durch Zusammensetzung von ¢, ¢2 und @3 erhalt man schlieBlich den gesuch- 
ten Weg von A nach E,,. a) 


Wie wir gesehen haben, gibt es fiir einen reellen Vektorraum zwei mogliche Ori- 
entierungen. Viel schwieriger ist es, den Begriff der Orientierung fiir eine reelle 
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Mannigfaltigkeit, etwa eine Flache, zu erklaren. Das einfachste Beispiel fiir ei- 
ne nicht orientierbare Flache ist das um 1850 entdeckte MOBIUSband, das nicht 
nur Anselm Wi&tegern und Sophie beschaftigt hat (mehr dariiber in [P]): 


Das st einfacher gesagt als N 
getan, mein Freund! 


Ist ein 
Mathematiker 
in der Nahe? 
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Aufgaben zu 3.4 


1. Sei V ein K-Vektorraum, X die Menge aller Basen von V und B € X. Zeige, daB 


die Abbildung B Bb) 
®: X > GL(n; K), Aw Ty =MaGd) 


bijektiv ist. Wie hangt ® im Fall V = R” mit der in 3.4.3 definierten kanonischen Bi- 
jektion 

M: X —> GL(7; R) 
zusammen? 


2. Beweise, daB die Verbindbarkeit von Matrizen in GL(n; R) eine Aquivalenzrelation 
in GL(n; R) definiert. 


3. Zeige, daB man eine invertierbare Matrix A € GL(n; K) durch Spaltenumformun- 
gen vom Typ III auf Diagonalgestalt bringen kann. 


4. Zeige, dai in M(m x n; R) je zwei Matrizen durch einen Weg verbindbar sind. 


5. Beweise, da GL(n; C) zusammenhangend ist, das heiBt, da8 je zwei Matrizen aus 
GL(n; C) durch einen Weg in GL(7; C) verbunden sind. 


Kapitel 4 


EKigenwerte 


In Abschnitt 2.2.4 hatten wir fiir eine lineare Abbildung F: V — W ein Paar von 
Basen konstruiert, beztiglich derer F durch 


(3 5) 


mit r = rang F dargestellt wird. Die notigen Transformationsmatrizen sind ganz ein- 
fach explizit zu berechnen (vgl. 2.7.6). 

Zur Beschreibung eines Endomorphismus benutzt man eine einzige Basis, und ihre 
Anpassung an eine lineare Abbildung ist weit schwieriger als wenn man zwei Basen 
variieren kann. In die Matrizenrechnung tibersetzt bedeutet diese Frage, zu einer qua- 
dratischen Matrix A eine méglichst einfache ahnliche Matrix 


B=SAS"! 


zu finden (vgl. 2.6.7). Insbesondere wird sich zeigen, da man hierzu starkere Hilfsmit- 
tel aus der Algebra, namlich Polynome hoheren Grades benotigt, obwohl in der linearen 
Algebra zunachst nur der Grad 1 interessiert. Die benutzten Tatsachen iiber Polynome 
sind in Abschnitt 1.3 zusammengestellt. 


4.1 Beispiele und Definitionen 


4.1.1. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, némlich einem K-Vektorraum 
V mit dimV = 1. Ist F € End(V) und 0 ¥ v € V, so gibt es ein eindeutig 
bestimmtes 2 € K mit 

EO} =nen), 
und dieses A hangt nicht von der Wahl von v ab. Denn ist w = wv ein anderer 
Vektor von V, so ist 


F(w) = F(uwv) = hav =Apv=dw. 
Die Abbildung F ist also durch die Zahl d festgelegt. 
Auch in hdherdimensionalen Réumen darf man auf Vektoren hoffen, die bei 
Anwendung von F nur mit einem Faktor multipliziert werden, weil dann die 


Wirkung von F wenigstens in bestimmten Richtungen besonders einfach zu 
verstehen ist. Das fihrt zu der 


Definition. Sei F ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. EindA € K heibt 
Eigenwert von F, wennes ein v € V mit v £ 0 gibt, so daB gilt 
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SH) == Ave 
Jedes vom Nullvektor verschiedene v € V mit F(v) = Av hei®t Eigenvektor 
von F (zum Eigenwert A). 


Vorsicht! Man beachte, da8 natiirlich 0 € K ein Eigenwert sein kann, der Null- 
vektor 0 € V jedoch nach Definition nie Eigenvektor ist. 

Das zentrale Problem dieses Kapitels ist die Frage, wie viele Eigenvektoren 
es gibt. Dazu zunachst drei 


Beispiele. a) Es sei V = R’ und F eine Drehung um den Winkel a, die be- 
schrieben wird durch die Matrix 


cosa —sina 
Ay ; ; 
sina cosa 


€, 
F(e,) 
F(e,) 
Fein 


Bild 4.1 


Anschaulich ist klar, daB es mit Ausnahme der Falle a = 0 und a = z keinen 
Eigenvektor geben kann. 


b) Wir variieren das erste Beispiel, indem wir die Richtung von F(e2) umkeh- 
ren. Dann ist die beschreibende Matrix 


W cosa sina 
sinew —cosa }— 
Wenn man die Gerade mit dem Winkel 5 einzeichnet, erkennt man, da die Ab- 


bildung F eine Spiegelung an dieser Geraden ist. Damit hat man zwei Eigen- 
vektoren gefunden: 


vu) = (cos$,sin$) zum Eigenwert A, = 1 und 


v2 = (cos **, sin“=*) zum Eigenwert A, = —1, 
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und diese beiden bilden eine Basis B = (v,, v2) von R? mit 


ean 
Moth) = ( 5 ot 


Bild 4.2 


c) Sei J C R ein Intervall und V = D(/; R) der unendlichdimensionale 
IR-Vektorraum der auf J beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Ein Endo- 
morphismus ist gegeben durch 


F:V>V, org’. 
Dieses F hat jedes beliebige A € R als Eigenwert, denn 
g(x) :=.ce™ 


ist fiir jedes c € R* ein Eigenvektor zu A. Das ist ein erster Hinweis auf die Be- 
deutung der Eigenwerttheorie fiir Differentialgleichungen (vgl. auch Aufgabe 
3). 


4.1.2. Endomorphismen wie im obigen Beispiel b) erhalten einen eigenen Na- 
men: 


Definition. Ein Endomorphismus heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis 
aus Eigenvektoren gibt. 
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Dieser Name erklart sich aus der 


Bemerkung. /st dimV =n < oo, so ist F € End(V) genau dann diagonali- 
sierbar, wenn es eine Basis B = (v,,...,U,) von V gibt, so dafB Mg(F) eine 
Diagonalmatrix ist, d.h. 


Ay 0 
Mz(F) = 
0 An 
Das folgt unmittelbar aus der Definition der darstellenden Matrix. Oo 


Insbesondere nennt man eine Matrix A € M(n xn; K) diagonalisierbar, wenn 
der durch A beschriebene Endomorphismus von K” diagonalisierbar ist. Nach 
2.6.7 ist das gleichwertig mit der Existenz einer Matrix S € GL (n; K) mit 
Ay 0 
SAS = vied ; 
0) Ri 


d.h. A ist ahnlich zu einer Diagonalmatrix. 

Es sei daran erinnert, da8 die Spalten von S~' eine Basis aus Eigenvektoren 
von A sind. Das sieht man zum Beispiel durch Multiplikation obiger Gleichung 
von links mit S~!. 

Vorsicht! Selbst wenn F diagonalisierbar ist, braucht nicht jeder Vektor un- 
gleich Null aus V ein Eigenvektor zu sein. Man mache sich das an Beispielen 
klar (etwa Beispiel b) oben oder Bild 4.3)! 


Uy F(v,) U F(v) 


0 5 F(v,) 
Bild 4.3 


4.1.3. Bevor wir eine Methode angeben, Eigenwerte zu finden, beweisen wir 
den 


Satz. Angenommen, F € End(V) hat paarweise verschiedene Eigenwerte 
hi, +++)An, Wobei n = dimV. Dann ist F diagonalisierbar. 
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Da es zu jedem Eigenwert A; mindestens einen Eigenvektor v; 4 0 gibt, folgt 
der Satz sofort aus dem 


Lemma. Gegeben seien F € End (V) und Eigenvektoren v, ..., Vm Zu paar- 
weise verschiedenen Eigenwerten i,, ..., Am. Dann sind vy, ..., Vm, linear un- 
abhdngig. Insbesondere ist m < dimV. 


Beweis. Wir fiihren Induktion tiber m. Der Fall m = 1 ist wegen v, # O klar. 
Sei m > 2, und sei die Aussage fiir m — 1 bereits bewiesen. Wir betrachten die 
Bedingung 

VU; +... +A V, =O. (*) 
Darauf k6nnen wir einerseits F anwenden, andererseits mit A, multiplizieren 
und die Ergebnisse voneinander subtrahieren. Das ergibt 


OAV, +O2A2U2 +... + AmAmUm = O, 
OjAyV, Ha2A, V2 +... + QyAlUm = O 
und 
O2 (Az — Ay )V2 +... +. Om (Am' — A1)Vm =O. 
Nach Induktionsannahme sind v2, ..., Vv» linear unabhangig, also ist 


2 (Ag — Aj) =... =Am(Am — Ar) = 0; 
und da die Eigenwerte verschieden sind, folgt 
=n tO 0) 


Setzt man das in (*) ein, so folgt a,v; = 0 und wegen v; 4 O aucha, = 0. O 


4.1.4. Wie wir gesehen haben, gibt es hochstens n = dimV Eigenwerte, dage- 
gen im allgemeinen sehr viel mehr Eigenvektoren. Daher ist es niitzlich, alle 
Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert zusammenzufassen. 


Definition. Ist F ein Endomorphismus von V und A € K, so nennen wir 
Eig (F;A):={v eV: F(v) =Av} 

den Eigenraum von F beziiglich i. 

Bemerkung. 

a) Eig (F; 4) C V ist ein Untervektorraum. 

b) 2 ist Eigenwert von F < Eig (F; A) # {0}. 

c) Eig (F; A) ~ {0} ist die Menge der zu d gehdrigen Eigenvektoren von F. 
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d) Eig (F; 4) = Ker (F — Aidy). 
e) Sind d,, Az € K verschieden, so ist Eig (F; 4,) N Eig (F; Az) = {0}. 


Beweis. a) bis d) ist ganz klar. 
e) Ist F(v) = A,v und F(v) = Agu, so ist (A; — A2)v = O,7 also v = 0. O 


Aufgaben zu 4.1 
1. Zeige: Ein nilpotenter Endomorphismus (vgl. 4.5.7) hat Null als einzigen Eigenwert. 


2. Gegeben sei die lineare Abbildung F: D(J;R) > DU; R), gp gy”, wobei] CR 
ein Interval] ist. 


a) Bestimme die reellen Eigenwerte von F. 


b) Bestimme eine Basis von Eig(F, —1). 


3. Sei 7 C Rein offenes Intervall. Durch eine Matrix A € M(n xn; R) ist das homogene 
lineare Differentialgleichungssystem 
y=A-y 

bestimmt; nach Aufgabe 11 zu 3.2 hat der zugehorige Losungsraum 

Lo = {g € DU; R"): 9’ = A-o} C DU; R") 
die Dimension n. Um Lésungen zu erhalten, kann man den Ansatz 

g(t) =e-v 

benutzen, wobei A € R und v € R”. Zeige: 


a) g(t) = e™ - v ist eine Losung 4 0 von y’ = A - y genau dann, wenn v Eigenvektor 
von A zum Eigenwert A ist. 


b) Lésungen g(t) = e* - vy, ..., p(t) = e*! - vg sind linear unabhangig genau 
dann, wenn vj, ..., Ux linear unabhangig sind. 


Insbesondere erhalt man mit diesem Ansatz eine Basis des L6sungsraums, falls A dia- 
gonalisierbar ist. 


4. Sei V ein K-Vektorraum und F: V > V linear. Zeige: Hat F? + F den Eigenwert 
—1, so hat F? den Eigenwert 1. 


5. Gegeben sei ein K-Vektorraum V und F, G € End(V). Beweise: 


a) Ist v € V Eigenvektor von F o G zum Eigenwert A € K, und ist G(v) ¥ 0, so ist 
G(v) Eigenvektor von G o F zum Eigenwert A. 


b) Ist V endlichdimensional, so haben F o G und G o F dieselben Eigenwerte. 
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4.2 Das charakteristische Polynom 


In diesem Abschnitt entwickeln wir eine systematische Methode zur Suche von Ei- 
genwerten und zur Bestimmung der zugehorigen Eigenraume. Entscheidend dafiir ist 
die Determinante eines Endomorphismus, von der wir in 3.4.1 gesehen hatten, daB sie 
wohldefiniert ist, wenn der zugrundeliegende Vektorraum endlichdimensional ist. Das 
mu in diesem ganzen Abschnitt stillschweigend vorausgesetzt werden. 


4.2.1. Grundlegend ist die folgende einfache 


Bemerkung. Fiir F ¢ End(V) unda € K sind folgende Bedingungen gleich- 
wertig: 


1) d ist Eigenwert von F. 


ii) det(F — didy) = 0. 


Beweis. Die Existenz eines v #4 0 mit F(v) = Av ist gleichbedeutend mit 


F(v) —Aav=0 
& (F —iidy)(v) =0 wegen der Linearitat, 
< Ker(F — iidy) $ {0} nach der Definition des Kerns, 
= Im(F —iidy) 4 V nach der Dimensionsformel aus 2.2.4, 
< rang(F —iidy) < dimV nach Definition des Ranges, 
= det(F —iidy) =0 nach 3.4.1. 0 


4.2.2. Durch die obige Bemerkung ist die Suche nach Eigenwerten zuriickge- 
fiihrt auf die Suche nach Nullstellen der Abbildung 
Pp: K > K, A+ det(F —Aidy). 
Diese nennen wir die charakteristische Funktion von F.. Wir zeigen, daB sie 
durch ein Polynom beschrieben wird. 
Sei dazu A eine Basis von V und A = M,(F). Ist t eine Unbestimmte, so 
definieren wir 


ay;—t ayy Meek SOT 
; a2) an2—t +++ Aan 
PO = dela —t -£,,) = 
Gn\ Qn2 Fe Oy t 


Die Definition dieser Determinante ist etwas problematisch, weil in der Matrix 
die Unbestimmte t vorkommt. Man hat mehrere Moglichkeiten, damit umzu- 
gehen: 
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1) Man kann fiir t beliebige A -€ K einsetzen und damit rechnen. Fir unendli- 
ches K ist das nach Korollar 2 aus 1.3.8 keine Einschrankung. 


2) Man kann die Determinante formal nach der Formel von LEIBNIZ aus 3.2.5 
ausrechnen. Eine Rechtfertigung daftir wird in 3.2.8 gegeben. 


3) Man kann die Eintrage von A — t - E,, als Elemente des Korpers K (t) der 
rationalen Funktionen ansehen (vgl. Aufgabe 10 in 1.3). 


Das Ergebnis der Rechnung ist 

Pa(t) = (an —T) >... : (Gaede 
wobei der erste Summand zur identischen Permutation geh6rt und Q die rest- 
liche Summe iiber S,, \ {id} ist. Da in einem Summanden von Q als Faktoren 


hochstens n — 2 Diagonalkomponenten auftreten koénnen, ist Q ein Polynom 
vom Grad héchstens n — 2. Nun ist 


(ai — t) esoieney (Qnn Te t) —S (—1)"2" i (-1)" '(an = oto + Ann)t"™! =P Q; ’ 
wobei Q, ein Polynom vom Grad hochstens n — 2 ist. Also ist P4(t) ein Po- 
lynom vom Grad n mit Koeffizienten aus K, d.h. es gibt ao, ...,a@, € K, so 
dak 

JN (aS a,t” ese, tm +... $Q)b-RO0- 
Dabei ist gran iva) 
On-1 = (-1)" "(an +... +4nn) und 
Op = Ce. 
Man nennt (a;;+. ..+@,,) auch die Spur von A. Die Koeffizienten a, ..., &,—2 


sind nicht so leicht aufzuschreiben, sie haben auch keine speziellen Namen. 
Diese Uberlegung zeigt, daB P,(t) ein Element des Polynomrings K [t] ist 
(siehe 1.3.6). Man nennt 


P,(t) = det(A —t- E,) € K[t] 
das charakteristische Polynom der (n x n)-Matrix A. 
Setzt man fiir die Unbekannte ft ein € K ein, so erhalt man eine Abbildung 
Py: KK, At Pad). 
Nun zuriick zu F. Fir jedes A € K ist 
M,(F —i-idy) =A—A-E,. 


Also ist 
det(F —A-idy) = det(A —2- E,) = Pa(a), 


d.h. die charakteristische Funktion von F ist beschrieben durch das charakteri- 
stische Polynom von A. 
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Ist nun B eine weitere Basis von V, so ist B := Mzg(F) zu A dhnlich. 
Lemma. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom. 


Beweis. Sei B = SAS~' mit S € GL(n; K). Eine formale Rechnung mit der 
Unbestimmten ¢ (d.h. genauer eine Rechnung im Ring M(n x n; K[t]), vel. 


3.2.8) ergibt 
: Sit th eS ca fii, 3 


Also ist 
Bee, = SAS oe S~t-sE,9S{' = S(A—f-E,)S ". 
Anwendung der Determinante ergibt 
det(B —t- E,) = det S - det(A —t- E,) - (det S)~'! = det(A — t- E,) 
und somit Pg(t) = P,(t). Oo 
4.2.3. Damit ist gezeigt, daB das charakteristische Polynom der darstellenden 


Matrix nicht von der Wahl der Basis abhangt. Also ist folgende Definition sinn- 
voll: 


Sei F ein Endomorphismus und A eine Basis von V. Ist A = M,4(F), so nennen 
wit 
Pr(t) := Pa(t) 
das charakteristische Polynom von F. 
Insgesamt haben wir folgendes bewiesen: 


Satz. Sei V ein K-Vektorraum der Dimensionn < oo und F ein Endomorphis- 
mus von V. Dann hat das charakteristische Polynom Pr(t) € K{t] die folgen- 
den Eigenschaften: 


IidestP— 1: 

2) Pr beschreibt die Abbildung K > K, X +> det(F — iXidy). 

3) Die Nullstellen von Pr sind die Eigenwerte von F. 

4) Ist A eine Matrix, die F darstellt, so ist Pp = det(A —t- E,). Oo 
Damit ist das geometrische Problem, die Eigenwerte eines Endomorphismus 


zu finden, auf das algebraische Problem der Bestimmung der Nullstellen eines 
Polynoms zuriickgefihrt. 


4.2.4. Hat man einen Eigenwert gefunden, so ist die Bestimmung des Eigen- 
raumes ganz einfach. Wir konnen uns dabei auf den Fall V = K” beschranken. 
Aus 4.1.4 folgt sofort die 
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Bemerkung. Ist ein Endomorphismus A: K" -—» K" durch die Matrix 


A € M(n x n; K) gegeben, so ist der Eigenraum Eig (A; d) fiir jedes 1 € K 
der Lésungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems 


(A—AE,)x =0. Oo 
Nach der vielen Theorie ist es héchste Zeit fiir einige 
cosa —sina 
A ; 
( sina cosa 


die Matrix einer Drehung im R? (vgl. 2.1.1), so ist 


Beispiele. a) Ist 


P,(t) =t? —2tcosa+1. 


Dieses quadratische Polynom hat nach 1.3.9 genau dann eine reelle Wurzel, 


wenn 4 
4co’*'a—-4>0, dh. cos*a=1 


gilt. Das ist nur fir wa = 0 unda@ = zm der Fall. Diese beiden Drehungen sind 
trivialerweise diagonalisierbar, alle anderen Drehungen besitzen keine Eigen- 
vektoren. Damit ist noch einmal durch die allgemeine Theorie bestatigt, was 
wir in 4.1.1 anschaulich gesehen hatten. 


ee cosa sing 
sina —cosa@ 
ist P4(t) =f? —1 = (t+ 1)(t— 1). Also ist A nach 4.1.4 diagonalisierbar, was 
wir in 4.1.1 schon direkt bewiesen hatten. 


c) Fur 
—l 6 
A= 


ist Pa(t) = t?—3t+2 = (t—1)(t—2). Setzen wir Ay = A—E), Ap = A—2E>, 
so haben wir die linearen Gleichungssysteme 


b) Fir eine Spiegelung 


3 v2 
A;-x=0O und A,-x=0O mit Losungen (*) und be: 


das sind also Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1 und 2. Zur Kontrolle berech- 
net man 
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ieee, (1 5)(i1)-(0 2): 


d) Ist 
Oo -1 1 —t —|] 1 
A = ——ae Ss |, soist Py=| —3 —2—t 3 
—2 —2 3 —2 2 3-t 
—2-t 3 —l 1 —l 1 
—2 —t —2 3-t —2-—t 3 


ete — 7) + 37 — 1) -—20¢ —1)=—-rP +r4+r-1 


= 1) (¢ +1). 
Darauf kommen wir in 4.3.4 zuriick. 


Es darf nicht verschwiegen werden, daf die Beispiele c) und d) sehr kiinstlich 
sind, weil man die Nullstellen der charakteristischen Polynome mehr oder we- 
niger schnell erkennen kann. Ist das nicht der Fall, so mu8 man die Methoden 
der Numerik verwenden, um die Nullstellen naherungsweise zu berechnen. Wie 
man ebenfalls in der Numerik lernt, gibt es Verfahren, Eigenwerte und Eigen- 
vektoren in einem Aufwasch gemeinsam zu approximieren. Das hier angegebe- 
ne Verfahren, zuerst die Eigenwerte und anschlieBend die Eigenvektoren zu su- 
chen, hilft nur fiir die Theorie und in besonderen Gliicksfallen, die bei den hier 
behandelten Beispielen inszeniert wurden. Dennoch haben derartige Beispiele 
einen Sinn: man kann erst einmal ohne Ablenkung durch groBeren Rechenauf- 
wand einen Lésungsweg deutlich erkennen. 


Aufgaben zu 4.2 

1. Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und Eigenvektoren von 
em? 3 -5 0 7 
1) Dol} ond 6 2 -6 
2 —2 1 —40 6 


2. Beweise: Ist A € M(2 x 2; R) symmetrisch, so hat A reelle Eigenwerte. 


3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V). Zeige, daB Pr(0) 4 0 
genau dann, wenn F ein Isomorphismus ist. 
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4. Zeige, daB die Matrix 


0 0 -ag 
0 0 -a, 
AG 1 0 
0 
0 1 —ap,-| 


das charakteristische Polynom P,(t) = (—1)"(t” +a,_\t?-!+...+0)t +a) besitzt. 


5. Sei A € M(n x n; K) und ®:M(n x n; K) > M(n x n; K) der Endomorphismus, 
der durch die Linksmultiplikation mit A gegeben ist, das heiBt ®(B) = AB. Zeige, 
da8 fiir die charakteristischen Polynome von A und © gilt: Pe = (Pa)”. 


4.3 Diagonalisierung 


4.3.1. Zunachst halten wir als Ergebnis der vorhergehenden Abschnitte folgen- 
des fest: 


Satz. Sei F ein Endomorphismus von V mit n = dimV. Dann gilt: 


1) Ist F diagonalisierbar, so ist Pp = +(t — 2,)-...-(t — An), ah. das cha- 
rakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren. 

2) Ist Pp = £(t —A1)-...- (tf — An) mit paarweise verschiedenen d\,..., rn, 
so ist F diagonalisierbar. 


Beweis. 1) ist klar, weil man das charakteristische Polynom mit Hilfe einer Basis 
aus Eigenvektoren berechnen kann, und 


A, -t 0 
Pe—idet Sty, = (A; —1)\--s-ei Age be 
0 An —t 
2) folgt aus 4.1.3 und 4.2.3. O 


4.3.2. Nach 4.3.1 bleibt also zu klaren, wann F im Falle mehrfacher Nullstellen 
des charakteristischen Polynoms noch diagonalisierbar ist. Zu diesem Zweck 
fassen wir in Pr gleiche Linearfaktoren zusammen, d.h. wir schreiben 

Pr =+(t —A,)"-...+ (t— Ay), 
wobei die d,, ..., A, paarweise verschieden sind, 1 <r; <n fiiri =1,...,k 
undr, +...+7,; =n. Der Exponent r; ist die Vielfachheit der Nullstelle A; von 
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Pr, in der Notation von 1.3.8 ist r; = (Pr; A;). Andererseits gehort zu A; der 
Eigenraum Eig (F; Aj). 
Lemma. [st A Eigenwert von F, so gilt 1 < dimEig (F; 2) < (Pr; A). 


Beweis. Sei v,,..., Us eine Basis von Eig (F; A). Die Ungleichung 1 < s ist 
klar, da A Eigenwert ist. Zum Beweis der zweiten Ungleichung erganzen wir 
die Basis von Eig (F; A) zu einer Basis 


TD OFS Ver tieon Un) 


von V. Dann ist 


s-mal 


also Pr = (t — A)*° - Py nach D8 und D9 in 3.1.3, und damit 

dim Fig (F; A) =s < u(Pr; A). O 
4.3.3. Nun konnen wir zeigen, da8 die obigen Ungleichungen ein leicht nach- 
priifbares Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit ergeben. Um den Beweis kiir- 


zer und die Aussage klarer zu machen, benutzen wir die in 1.6.4 bereitgestellten 
Tatsachen tiber direkte Summen. 


Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und F € End(V). 
Dann sind die folgenden Bedingungen Gquivalent: 


i) F ist diagonalisierbar. 
ii) a) Das charakteristische Polynom Pr zerfallt in Linearfaktoren und 
b) dim Eig (F; 4) = (Pr; A) fiir alle Eigenwerte i von F. 
iti) Sind 2, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so ist 


V =Eig(F;A1) @... @ Eig (F; x). 


Beweis. i) => ii). Ist F diagonalisierbar, so ordnen wir die Basis von V aus Ei- 
genvektoren entsprechend den verschiedenen Eigenwerten A,,..., Ay, d.h. fiir 
i = 1,...,k betrachten wir eine Basis 


(v(?,...,0) von Big (F; 4). 
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Setzen wir r; := (Pr, A;), so gilt 
sot... F¢5y =n, n+... thy =n ues =77- 
Das geht nur, wenn s; = r; fir alle i, das ist Bedingung ii) b). 
ii) > iii). Sei W := Eig (F;A,) +... + Eig (F; A,). Nach Lemma 4.1.3 und 
der Definition der direkten Summe in 1.6.4 gilt 
W = Big (F341) @...@ Eig (Foxy). 


Aus ii) und Bedingung iii) in Satz 1.6.4 folgt dimW =r, +...+7r, =n, also 
1StiVy = Ve 


iii) > i). Fir jedesi € {1,...,k} sei B; = (v?, er ¥) eine Basis von 
Eig (F; 4;). Nach 1.6.4 ist 
16), (v{?, eee Des oe vw), sa £8 v) 


eine Basis von V, und da sie nach Definition aus Eigenvektoren besteht, ist F 
diagonalisierbar. Insbesondere ist s; = r; fiir alle i und 


r;-mal 


Mz(F) = 


ry-mal. 


a oO 


4.3.4. Mit Hilfe der gerade abgeschlossenen theoretischen Uberlegungen kann 
man ein praktisches Verfahren fiir die Diagonalisierung eines Endomorphismus 
F von einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V angeben: 


1. Schritt: Mit Hilfe einer Basis A von V und der Matrix A = M,(F) berechne 
man das charakteristische Polynom. Wenn man eine Zerlegung in Linearfakto- 
ren angeben kann, ist das erste und fiir die Rechnung entscheidende Hindernis 
tiberwunden. 


2. Schritt: Fiir jeden Eigenwert A von F bestimme man durch Lésung eines 
linearen Gleichungssystems eine Basis von Eig (F; 4). Damit kann man kon- 


trollieren, ob j 4 
dim Eig (F; A) = (Pr; A) 
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gilt. Genau dann, wenn dies fiir alle A der Fall ist, ist F diagonalisierbar. Ent- 
sprechend 4.3.3 bilden dann die Basen der Eigenraume zusammen eine Basis 
BvyonV. 


Beispiel. Sei F: IR? — R? gegeben durch 
F(x, y,z) = (-y +z, —3x — 2y + 3z, —2x — 2y +32). 


Bezeichnet K die kanonische Basis von R’, so ist 


O° -1 1 
Ap Me( Fk) = | —3 —2 3 
—2) —2iy3 


und Pp = —1°+#7+t-—1 =—(t—1)*(t +1). AlsosindA, = 1 und A, = —1 
die beiden einzigen Eigenwerte von F. Eig (F; 1) ist der Losungsraum von 


a | = | 1 x; 0 
—3 -2-1 3 xX. |=] O], 
—e 2) = 33 — 1 xe 0 


umgeformt —x, — x2+x3 = 0. Es ist also w(Pr; 1) = 2 = dimEig (F; 1), und 
((1, 0, 1), (0, 1, 1)) ist eine Basis von Eig (F; 1). 
Ebenso ist Eig (F'; —1) der Losungsraum von 


1 -1 1 xj 0 
—3 —2+ 1 3 E xX. = 0 ’ 
—2 —2 3441 x3 0 


umgeformt 
Xj —%.+%3=0, —-4x%.+6x3=0. 


Es ist also u(Pr; —1) = 1 = dimEig (F; —1), und (1, 3, 2) ist eine Basis von 
Eig (F; —1). Somit ist 

1,0, 1), (O; 1,\1);,(1,.3,.2)) 
eine Basis von R’, bestehend aus Eigenvektoren von F’. Fiir die Transformati- 
onsmatrix S = Ty gilt 


no 1 1 -l 1 
[ero 1 3 4, aso SS=4e—3 -1 3 
fre 2 1 1 -1 
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Fur 
LL Oe O 
Dis eOmn 0 
00 -!il 


muB8 somit D = SAS™"' gelten, was man zur Kontrolle der Rechnung benutzen 
kann. 


4.3.5. Ist eine Masse an einer Feder aufgehangt und zur Zeit + = O in senk- 
rechter Richtung in die Position y(0) = a mit Geschwindigkeit y(0) = 6 aus- 
gelenkt, so ist die weitere Bewegung bestimmt durch die Differentialgleichung 
der geddimpften Schwingung 


Y+2uwyt+o*y=0, yO)=a, yO)=B. 


LE LLL LZ 


Bild 4.4 


Dabei sind w, w € R, Konstanten, w ist durch die Feder und yw durch die Rei- 
bung bestimmt. Wie tiblich macht man daraus mit yp) = y und y,; = y das 
lineare System erster Ordnung 
yo = yi» yo(0)=a, 
yi = —w*yo—2py,, yiO)=B" () 


Das fihrt auf die Matrix mit von ¢t unabhangigen Eintragen 


0 1 
io\ ‘ 
( —o? — 2p ) 


Einer Diagonalisierung von A entspricht eine Entkoppelung des Systems (x), 
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und wenn A zu einer oberen Dreiecksmatrix gemacht werden kann, ist das Sy- 
stem von unten nach oben explizit losbar (vgl. [Fo2], §14). Daher betrachten 
wir das charakteristische Polynom 


Pad) =’ 42yA+o*, also A=—wtVp?-o?. 
Entscheidend fiir die Art der Bewegung ist die Diskriminante 2 — w?. Es sind 
drei Falle méglich. 


1) 0 << 0, dh. —a <0, (schwache Dampfung) 
2) # =o, dh. p? — w* =0, (aperiodischer Grenzfall) 
3) u>o, dh. wy? -—w? > 0 (starke Dampfung) 


Im Fall 3) gibt es zwei verschiedene negative Eigenwerte 


i — iba) fl — wo, Xp = —jt — y/ pt? — w?, 


also ist A diagonalisierbar. 
Im Fall 2) ist A = —y = —w ein 2-facher Eigenwert, die Matrix 


w 1 
A~iEs=( : 
-—w —-@ 


hat den Rang 1, also ist dim Eig (A; —w) = 1, und A ist nicht diagonalisierbar. 
In 4.4 werden wir sehen, daf A trigonalisierbar ist. 

Im Fall 1) gibt es keine reellen Eigenwerte, dafiir aber zwei verschiedene 
komplexe. Also ist A komplex diagonalisierbar, man kann also zunachst kom- 
plexe und daraus reelie Lésungen berechnen. Die explizite Durchfiihrung der 
Lésung von (x) iiberlassen wir dem Leser (Aufgabe 4 und Aufgabe 4 zu 4.4). 


4.3.6. Gelegentlich tritt das Problem auf, da8 man zwei oder mehrere Endomor- 
phismen mit einer gemeinsamen Basis diagonalisieren will (man nennt das si- 
multane Diagonalisierung). Da dies nicht immer gehen kann, sieht man am 
schnellsten mit Matrizen: Gibt es zu A, B € M(n x n; K) ein S € GL(n; K) 


mit x 
SAS"'=D und SBS'=D, 


wobei D und D Diagonalmatrizen bezeichnen, so folgt aus D - D = D-D, dab 
foes DS -S'DS=S.'DS-S'DS=A-B. 
Erfreulicherweise ist die Vertauschbarkeit auch hinreichend: 


Satz. Sind F, G € End x(V) diagonalisierbar, und ist Fo G = Go F, so gibt 
es eine simultane Diagonalisierung. 
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Beweis. Nach Voraussetzung hat man die Zerlegungen in Eigenraume 
V = Eig(F;2)) @... SE GF; X;) 
= Eig(G; uw) @...B Eig (G; wy), 


wobei A; bzw. i; die Eigenwerte von F bzw. G bezeichnen. Wir halten ein 2 


fest und betrachten 
Wc Biss(E; Aye 


Ist w € W, so ist F(G(w)) = G(F(w)) = G(Aw) = AG(w), also ist W auch 
G-invariant (vgl. 4.4.1). Wir definieren 


Wj = WMEig (Gai). fury eee 


und es geniigt zu zeigen, da} W = W, @... @ W,, da dies dann fiir alle Eigen- 
werte von F gilt. Wegen Lemma 4.1.3 ist nur zu zeigen, daB 


Zu w € W gibtes w; € Eig (G; w;), so daB w = w; +... + w,. Daraus folgt 


F(w) = F(w,) +...+ F(w) 
= Aw = srw, +..2-+ Aw 
daher ist wegen der Eindeutigkeit in der direkten Summe 
F(w;) =Aw;, also w; € W und somit w; € W;. o 
Aufgaben zu 4.3 


1. Beweise Teil 2) von Satz 4.3.1 mit Hilfe von Theorem 4.3.3. 


2. Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar? 


HZ 20 164 
ay WF Diy tue teeta 

ORE as a 
, 6 2 -6 ], —2:.=—2) =—6 

020 San0 
AN) 142.6 poh IS 

OMORO eS 


3. Fiir welche a, b € R ist die Matrix 
—-3 0 0 
2a. "Da 


LOR ORe2 
diagonalisierbar? 
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4. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem mit Anfangswertbedingung 
y=A-y, yo(0=a, yi(0)=8 (*) 


fiir die gedampfte Schwingung (siehe 4.3.5), wobei 


0 1 
Al : 
( —o —2y 


a) Im Fall u > o ist A (reell) diagonalisierbar. Bestimme eine Basis des R? aus Ei- 
genvektoren von A und gib eine Basis des Losungsraums von y = A - y an (vgl. 
Aufgabe 3 zu 4.1). Wie sieht die Losung von (x) aus? 


b) Im Fall uw < wist A € M(2 x 2; C) komplex diagonalisierbar. Bestimme die Ei- 
genwerte von A und gib eine Basis des C? aus Eigenvektoren von A an. Ist 1 € C 
Eigenwert von A zum Eigenvektor v € C2, so ist re e*! - v, im e* - v eine Basis 
des Lésungsraums von y = A-- y ([Fo2], §13). Bestimme auch in diesem Fall die 
L6sung von (x). 


5. Diagonalisiere die Matrizen 


Sarl MGI 6 20 OS SIe—4 
see A a2 =e)! ig Sh nl) 

A => 5 B = 
ie Ou —2 aM Slo Se 
4°04 6 On lS. 


aus M(4 x 4; R) simultan, d. h. bestimme eine Matrix S§ € GL(4; R), so daB SASL 
und SBS~! Diagonalmatrizen sind. 


6. Seien A, B € M(n x n; K) mit AB = BA und alle Eigenwerte von A und B seien 
einfach. Dann gilt: A und B haben die gleichen Eigenvektoren. 


7. Zeige, daB es fiir A € K und natiirliche Zahlen uw, n mit 1 < uw <n stets eine Matrix 
A €M(n x n; K) gibt mit u(P,; A) = uw und dim Eig(A; A) = 1. 


8. Es sei K ein Korper mit char K # 2. Zeige, daB die Losungen der Gleichung 
A* =E, in M(2 x 2; K) genau von der folgenden Gestalt sind: 


iw 
A= By, A= Broder A= S05-' mtd =( * |) ands GL.0: 8. 


9. Sei F ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines endlichdimensionalen R-Vek- 
torraums, fiir den gilt: Sind v und w Eigenvektoren von F, so ist v + w ein Eigenvektor 
von F oder v + w = 0. Zeige, daB es ein A € R gibt mit F = 1 - id. 
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10. Seien A, B € M@3 x 3; R) zwei Matrizen mit den charakteristischen Polynomen 
Pa(t) = —t? + 2t? —t und Pg(t) = —t? + 7t? — 9t +3. Zeige, daB der Kern von AB 
die Dimension | hat. 
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Wie wir in 4.3.3 gesehen hatten, gibt es zwei Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit 
eines Endomorphismus: 


a) Das charakteristische Polynom muf in Linearfaktoren zerfallen, und 

b) die Eigenraume mtissen maximale Dimension haben. 

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB ein Endomorphismus, der nur Bedingung a) erfiillt, 
wenigstens durch eine obere Dreiecksmatrix beschrieben werden kann. 


4.4.1. Um die geometrischen Eigenschaften komplizierter Endomorphismen 
besser verstehen zu konnen, sind ein paar neue Begriffe niitzlich. 


Definition. Sei F: V — V ein Endomorphismus und W C V ein Untervek- 
torraum. W heiBt F-invariant, wenn F(W) C W. 


Es gibt stets die trivialen, aber nutzlosen Beispiele W = {0} und W = V. Je 
mehr weitere invariante Unterraume existieren, desto tibersichtlicher ist ein En- 
domorphismus. Ist etwa F diagonalisierbar und (v;, ..., v,) eine Basis aus Ei- 
genvektoren, so ist 


V=W,@...@0W, mit W; = K -v; 


eine Zerlegung in eindimensionale invariante Unterraume. Im Falle mehrfacher 
Eigenwerte (4.3.3) hat man eine weitere Zerlegung 


V =Eig(F; 11) ®... @ Eig (F; Ax) 
in invariante Unterraume der Dimensionen r), ..., rx. 


Die Beziehung zwischen invarianten Unterrdumen und charakteristischem 
Polynom ist in einer Richtung ganz klar. 


Bemerkung. /st W C V ein F-invarianter Unterraum, so ist Pryw ein Teiler 
von Pp. 


Beweis. Wir erganzen eine Basis B’ von W zu einer Basis B von V. Dann ist 
Mp (F|W) | * 

0 A 
also Pr = Pry: Pa nach D9 in 3.1.3. 0 


Mz(F) -( 


Beispiel. In Q[t] hat das Polynom t” — 2 fiirn > 2 keinen Teiler kleineren 
Grades (Aufgabe 1). Also hat der durch 
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0 i @ 
beschriebene Endomorphismus des Q” nur die trivialen invarianten Unterrau- 
me. 


4.4.2. Sei A € M(n x n; K) eine obere Dreiecksmatrix, d.h. aj; = 0 fiiri > j. 
Unter dem Endomorphismus A des K” sind die Untervektorraume 


We—ispani(ei, eee ne) 
fiir 1 <r <n invariant. Das motiviert die 


Definition. Unter einer Fahne (V,) in einem n-dimensionalen Vektorraum V 
versteht man eine Kette 
LO} AVG GAVE. AGaV,T =) Vi 


von Untervektorraumen mit dimV, = r. Ist F € End(V), so heiBt die Fahne 
F-invariant, wenn 


F(V,) CV, firaller € {0,...,n)}. 


Man kann sich Vo als Befestigungspunkt, V; als Stange und V als Tuch der Fah- 
ne vorstellen. 


Yi 


Yo 
Bild 4.5 


Mit Hilfe jeder Basis eines Vektorraumes kann man viele Fahnen konstruie- 
ren, aber aus der Existenz einer F-invarianten Fahne folgt insbesondere wegen 
F(V,) C V,, daB es einen Eigenvektor geben muf. 


234 4 Eigenwerte 


Bemerkung. Fiir F € End (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig: 
i) Es gibt eine F-invariante Fahne in V. 


ii) Es gibt eine Basis B von V, so daB Mp(F) obere Dreiecksmatrix ist. 


Ist das der Fall, so hei®t F trigonalisierbar. 


Beweis. Die Beziehung zwischen Fahne (V,) und Basis B = (vj, ..., Un) ist 


geregelt durch 
V, =span(v,,...,v,) firaller. i) 


Ubersetzt in den Matrizenkalkiil ergibt das die 

Definition. A € M(n xn; K) heiB&t trigonalisierbar, wennes ein S € GL (n; K) 
gibt, so daB SAS~! obere Dreiecksmatrix ist. 

4.4.3. Ergebnis dieses Abschnittes ist der 


Trigonalisierungssatz. Fiir einen Endomorphismus F eines n-dimensionalen 
K-Vektorraumes sind folgende Bedingungen Gquivalent: 


i) F ist trigonalisierbar. 


ii) Das charakteristische Polynom Pr zerfallt in Linearfaktoren, d.h. 
Pr = (Ff —A1)- 2. (Xp), Mee ae eee 


Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra (1.3.9) folgt das 


Korollar. Jeder Endomorphismus eines komplexen Vektorraumes ist trigonali- 
sierbar. O 


Eine weitere wichtige Anwendung betrifft die Losung linearer Systeme von Dif- 
ferentialgleichungen ([Fo2], §14). 


Beweis des Satzes. 1) => ii) ist klar, denn ist A = (a;;) = Mg(F) eine obere 
Dreiecksmatrix, so folgt aus D8 in 3.1.3, daB 


Pr = (ayy —ft)+...+ (Qn —Tt). 
ii) > i) wird durch Induktion tiber n = dimV bewiesen. Fiirn = 0, 1 ist nichts 


zu zeigen. Ist n > 2, so wahle man einen Eigenvektor v; zu A, und erganze ihn 
zu einer Basis B = (v), W2,..., W,) von V. Dann ist 


V=V,;®W _ mit V, :=span(v,) und W := span (w,..., Wn), 


und 
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Aj ‘iz --+ Gin 
Mp(F) = 
0 
V, ist F-invariant, W im allgemeinen nicht; das Hindernis dagegen sind die Ein- 
trage aj2,..., @in- Der Ausweg ist folgender: Durch 


A(w;) =a,jv, und G(w;) = a)jw2+...+anjWn 
sind lineare Abbildungen H: W — V, und G: W — W erklart mit 
F(w) = H(w) + G(w) fiirallew ew. 


Bild 4.6 


Fir die charakteristischen Polynome gilt 
Pea t)iahc, ~also PG t)*...- Anat). 
Die Induktionsvoraussetzung angewandt auf W ergibt eine G-invariante Fahne 
(Oh WoGrestawWrj=W 
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und wir behaupten, da8 durch V, := V, + W,_, eine F-invariante Fahne gege- 
ben ist. Das folgt aus 

F(uv, + w) = Ayu, + H(w) + GW) 
wegen H(w) € V, und G(w) € W,_, fiir w € W,_. O 


4.4.4. Obwohl obiger Satz sehr niitzlich ist, mu8 man doch bemerken, da8 die 
Beweismethode nicht geniigend sorgfaltig auf die Geometrie der Abbildung 
achtet. 


Beispiel. Ist F ¢ End (R’) gegeben durch die Diagonalmatrix 


ho) 
1D) = i 


so kann man mit v; = e; und A, = 1 beginnen. Die Erganzung durch w, ist 
beliebig: wahlt man etwa w2 = (1, 1), so wird 


A = Mz(F) = heal 
= B 9 02 ’ 


und damit ist die schone Diagonalmatrix versaut. Auch vom algebraischen 
Standpunkt hat A eine unangenehme Eigenschaft. Es ist 


; Om” 
A=D+N mt N= ; 
0 0 
Dabei ist N nilpotent mit N? = 0, aber D- N #4 N - D. 


In 4.6 wird gezeigt, wie man den nilpotenten Anteil N auf eine der Abbildung 
angepaite Normalform bringen kann. 


4.4.5. Wir geben nun ein Rechenverfahren zur Trigonalisierung eines Endo- 
morphismus an. Es geniigt dazu, eine Matrix A € M(n x n; K) zu betrachten, 
fiir die 


Pa HEC —2))cc wet A,), mit Apeeeeer ne 
Gesucht ist eine Matrix S € GL (n; K), so daB 
D:=S-A-S' 


eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Beweis des Trigonalisierungssatzes 4.4.3 er- 
gibt das folgende Iterationsverfahren. 


1. Schritt: Wir betrachten W, = K" mit der Basis B; = K und dem Endomor- 
phismus A, = A. Zu A, berechnet man einen Eigenvektor v; € K". Nach dem 
Austauschlemma 1.5.4 bestimmt man ein j,; € {1,...,n}, so daB 
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Bo := UE poke FO jyf F, Ep) 


wieder eine Basis von K” ist. Das Zeichen ~ bedeutet dabei, daB e;, ausgelas- 
sen wird. Wir betrachten die Transformationsmatrix 


Sy l= Te 
mit der Basis Bz als Spalten. Dann ist 


Az :=S,-A-S,;'= 
2. Schritt: Wir betrachten W, mit der Basis B, = (e),...,@),,---, @,) unddem 
Endomorphismus Ay. Es ist 
Py, =+(t —A2)-...-(t—A,). 


Zu i, berechnet man einen Eigenvektor v2 € W2, und man wahlt ein j2 # ji, 


so daB , os 7 
P= (05, 1,-1.5 € ys -f-42jgn- +2 €n) 


eine Basis von W), also 
B; = WOE aei, oe 7 jn 1 pres En) 


eine Basis von K” ist. Mit der Transformationsmatrix S;' = Ts erhalt man 


Spatestens im (n—1)-ten Schritt erhalt man eine obere Dreiecksmatrix A,, denn 
A’, ist eine (1 x 1)-Matrix. Also ist 
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De="A, SS, 946 Se 
eine obere Dreiecksmatrix. 


Vorsicht! Die im ersten Schritt berechnete erste Zeile von A2 kann sich in je- 
dem der folgenden Schritte wieder andern, analog fiir die anderen Zeilen. Das 
ist nicht angenehm. 


Beispiel. Sei K = R,n = 3 und 


8/4 43 
A=] -1 0 -1 
tg 3 


Dann ist P, = —(t — 2), alsoA,; = Ay = A3 = 2. Wegen rang (A — 2E3) =2 
ist 
dim Eis (Al2) = <93 | (PA 


also ist A nicht diagonalisierbar. Die Iteration lauft wie folgt: 


1. Schritt: v,; = (1, —1, 1), 7) = 1, Bo = (Y), 2, 63), 


2. Schritt: W. = span (e2, e3), v2 = 2 — 63, jo = 2, 


eG) pe ih 5) 
Ss' =} —te--1-0.] , As = 0; 2 


ee a 0 OfeE 


Also ist S = Sp. 
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Aufgaben zu 4.4 


1. Zeige, daB das Polynom rt” — 2 € Qt] fiirn > 2 keinen Teiler P € Qt] mit 
1 <deg P <n —1 besitzt. 


2. Trigonalisiere mit dem Verfahren aus 4.4.5 die Matrizen 


3 0 =2 -1 —3 -4 
72 Um LN ali OWS 
ASA 8) 25 


3. Zeige mit Induktion nach n = dimV: Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum 
und F: V — V ein nilpotenter Endomorphismus, so existiert eine Basis B von V mit 


0 * 
Mp(F) = 


und es gilt Pr(t) = +t”. 
4. (Fortsetzung von Aufgabe 4 in 4.3.) Zeige, daB die Matrix 


im Fall 4 = o trigonalisierbar ist, und bestimme eine Matrix S € GL(2; R), so daB 
B = SAS™! obere Dreiecksmatrix ist. Das System y = A - y geht somit durch die 
Substitution z = Sy iiber in z = B - z, und es reicht, das (einfachere) System z = B-z 
zu l6sen. Bestimme auf diese Weise eine Basis des Losungsraums von y = A - y und 
ldse (*) in 4.3.5 auch im aperiodischen Grenzfall. 
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Zur genauen Beschreibung eines Endomorphismus — insbesondere bei der Suche nach 
invarianten Unterraéumen — mu man systematisch das Ergebnis der wiederholten An- 
wendung der Abbildung betrachten. Das legt die Weiterentwicklung der algebraischen 
Hilfsmittel nahe. 


4.5.1. Die Eigenwertbedingung F(v) = Av kann man auch komplizierter aus- 
driicken: in dem linearen Polynom 


L(tt)=t—dz 
setzt man F statt ¢ und idy statt 1, das ergibt 
L(F) := F — iidy , 
und es ist Eig (F; 4) = Ker L(F). Was hat man damit gewonnen? Ist 
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P(t)=a,t'+...+a;t+a € K[t] 

ein beliebiges Polynom, so kann man analog 
P(F):=a,F" +...+a,F +apidy € End(V) 

setzen. Ist 0 #4 v € Ker P(F), so gilt 

a,F"(v) +...+a,;F(v) +aov =0, 
d.h. die Vektoren v, F(v),..., F’(v) sind linear abhangig, wenn P + O. Ist 
a, #0, so folgt, daB 

W = span (v, F(v),..., F’7'(v)) 


ein F-invarianter Unterraum von V mit 1 < dimW < r ist. Ist P(F) = 0, so 
kann man diese Konstruktion mit jedem beliebigen v starten. 


Beispiel. Sei F diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten 
Miasang7yn wil 

Q(t) = (f—Ai)-...-@—Ax). 
Jedes v € V hat nach 4.3.3 eine Darstellung v = vj +... + vy, mit v; € 
Eig (F; 4;). Benutzt man, daf fiir? 4 uw und 0 $ v € Eig (F; A) 


0 4 (F — widy)(v) = (A — w)u € Big (F; A), 


so folgt sofort O(F) = O und Q’(F) # 0 fiir jeden echten Teiler Q’ von Q. 
Weiter folgt Prp(F) = 0, wenn 


Pp =(t—d,)"-...-( —Ag)™ 


das charakteristische Polynom bezeichnet. 


4.5.2. Das Einsetzen eines Endomorphismus in Polynome ist beschrieben durch 
die Abbildung 

®-: K[t] > End(V), P(t) P(F). 
Dies ist ein Homomorphismus von Ringen und auch von K -Vektorréumen. Das 
Bild 

K{F)={(P(P): P@)e Mia} erady 
ist ein kommutativer Unterring des (nicht kommutativen) Ringes End V, und 
der Kern 

Tr :={P(@) € K[t): PF) =0} C Kf] 
heiBt Ideal von F. Wegen dimK[t] = oo und dimEnd(V) < oo gibt es in 
Tr ein normiertes Polynom vom Grad < n? (vgl. Aufgabe 3). Ist F diagona- 
lisierbar, so hatten wir in 4.5.1 sogar ein Polynom Q € Zp vom Gradk < n 
angegeben.. 
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4.5.3. Wir zeigen nun, daf sich die Schranke der Grade in TZ; fiir alle Endomor- 
phismen F auf n = dimV verbessern la8t. Es gilt sogar noch mehr: 
Satz von CAYLEY-HAMILTON. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektor- 


raum, F € End(V) und Pr € K{[t] sein charakteristisches Polynom. Dann 


ist 
Pr(F) =0 € End(V). 


Vorsicht! Es ist sehr wichtig, da die Null den Endomorphismus bezeichnet, 

der alles auf den Nullvektor abbildet. Daher ist der naheliegende ,,Beweis‘ 
Pr(F) = det(F — F o id) = det(F — F) = det(0) = 0 

nicht richtig, weil die Null aus K am Ende steht. Mit etwas algebraischem Auf- 

wand kann man aber die Null aus K zur Null aus End (V) ,,aufmobeln* ({L]). 


Am einfachsten geht das durch Einfiihrung einer Basis B in V. Ist 


A = Mz(F), so wird 
Mpg (Pr(F)) = Pa(A), 


es gentigt also folgendes zu zeigen: 

Lemma. /st A € M(n x n; K), so ist P(A) =0 € M(n xn; K). 

Beweis. Fiirn = 2 kann man die Behauptung leicht durch direkte Rechnung be- 
weisen (Aufgabe 4), fiir groBeres n tut man gut daran, sich durch einen Trick die 
Berechnung der Potenzen von A zu ersparen. Man verwendet dazu wie bei der 


Definition des charakteristischen Polynoms die Unbestimmte rf und setzt (vgl. 


3.2.8) 
B(t) :='(A—tE,) € M(n x n; K[t]). 


Die Eintrage von B(t) au8erhalb der Diagonalen sind Elemente von K, und in 
der Diagonalen stehen lineare Polynome, es ist 


det B(t) = P,(t) € K[t]. (*) 
Nun wird die Unbestimmte t durch die Matrix A und jeder Eintrag a;; durch 
aj; E, ersetzt. Das ergibt 


ane A aE, ae Ani En 
B(A) = : : : € M(n x n; K[A]). 
QnE, Ann En ae Gnn En = fh 


Diese Matrix kann mit einer Spalte multipliziert werden, deren Eintrage Spal- 
tenvektoren des K” sind. Insbesondere ist 


e) aye) — Ae, + Az;@2 +... + Ani en 0 
B(A)} : |= . : : =|]: |. (**) 


en Ajn@) + Amn@2 +... + Ann€n — Aen 0 
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Nun sei B'(t) € M(n x n; K[t]) die in 3.3.1 erklarte, zu B(t) komplementiare 
Matrix. Ihre Eintrage sind entsprechend der Definition Polynome vom Grad 
<n-—1,undes gilt wegen (x) 

B¥(t)- B(t) = Pa(t)- En- 
Setzt man auf der rechten Seite A fiir ¢ ein, so folgt mit Hilfe von (*) 


Pa(A) 0 e Pa(Aje 0 
0 P(A) en P,(A)en 0 
also ist P4(A) = 0. Oo 


4.5.4. Als Beispiel fiir eine Anwendung des Satzes von CAYLEY-HAMILTON 
wollen wir in Analogie zu Korollar 4.4.3 zeigen, daB sich jeder Endomorphis- 
mus eines reellen Vektorraumes beinahe trigonalisieren 1aBt. 


Theorem. [st F Endomorphismus eines reellen Vektorraumes V, so gibt es eine 
Basis B derart, dap 


Ay 
> 
Mz(F) - 
aes) 
0 
0 =<; 
mit A,,...,A, € Rund B; = (; . ) mi € R und b} — 4c; <0 


Jur Heee Sans 
Lemma. Jeder Endomorphismus F eines reellen Vektorraumes V mit 
dimV > 1 hat einen invarianten Unterraum W mit 1 < dimW < 2. 
Beweis des Lemmas. Nach 1.3.10 gibt es eine Zerlegung 

Pp = X(t —A1)-...-@ Ay) O10) ee OR® 
mit QO; (t) = t?+b,t+c; und b?—4c; < 0. Istr > 1, so gibt es einen Eigenvektor 
v, zu A,;, und W = R.- y, ist invariant. 


Im Fall r = O starten wir mit einem beliebigen 0 4 v € V. Nach CAYLEY- 
HAMILTON ist 
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Pr(F)(v) = (Qi(F) o...0 On(F)) (v) = 0. 

Also gibt es ein eindeutig bestimmtes i € {1,..., m} mit 

w= (Qi41(F)o...00,(F))(v) #0 und O(F)(w) =0, 
wobei w := v gesetzt wird, falls i = m, d.h. Q,,(F)(v) = 0. Wir setzen 

W := span (w, F(w)). 
Aus Q;(F)(w) = 0 folgt 
F (F(w)) +b; F(w) + ¢;w =0, 

also ist F(W) C W. Da F keinen Eigenwert hat, ist B = (w, F(w)) eine Basis 


von W, und es gilt 
Ms(Fiw)=(° —“ 
B aah ; 


also Priw = Q;(t). oO 


Den Beweis des Theorems fiihrt man schrittweise nach dem Muster des Induk- 
tionsbeweises von Satz 4.4.3. In der ersten Etappe baut man die Eigenraume ab, 
in der zweiten die zweidimensionalen invarianten Unterraume. Das ergibt eine 
Folge von Zerlegungen 

V => VOW, = Vi 8BW2=VW.0W3=...=V, @ W,4 
V42 ® W,43 = V,14 ® W,45 =...= Vrs%m ® W,+2m-+1 ’ 
wobei W; = V, W,42m41 = {0} und 

Oey Gna 2 CVE OC Veto © occ Varin = V 


mit dimV; = j und F(V,) C Vj. Dazu verwendet man die eindeutige Zerle- 
gung von 


F|W;: W, > V=V;_-,@8W; in F|W;: H+ F; mit 
H;: W; > V;-; und F;: W; > W;. 


Die Einzelheiten seien getrost dem Leser tiberlassen. Oo 


4.5.5. Nun wollen wir das in 4.5.2 begonnene und durch den Satz von CAYLEY- 
HAMILTON unterbrochene Spiel mit den Polynomen noch etwas weiter treiben. 


Definition. Eine Teilmenge Z eines kommutativen Ringes R heift deal, wenn 
gilt 


I11P,0eIT>P-Qef, 
I2PeZ,QER>S>OQ-Pef. 
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Ein Beispiel dafiir ist unser Ideal Zp C K[t]. 


Satz. Zu jedem Ideal T C K{[t] mitZ $ {0} gibt es ein eindeutiges Polynom M 
mit folgenden Eigenschaften: 


1) M ist normiert, dh. M =t4 +..., wobeid = deg M. 
2) Fiir jedes P €T gibt es ein Q € K[t]) mitP = Q-M. 


M heiBt Minimalpolynom von T, im Fall Z = Zr Minimalpolynom von F. 


Beweis. Seid := min{r: es gibt ein P € Z mitr = deg P} € N. Wir nehmen 
ein normiertes M € TZ mit deg M = d. Ein beliebiges P € TZ dividieren wir 
entsprechend 1.3.7 mit Rest durch M: 


P=Q0-M+R, 


wobei R = O oder deg R < d. Es geniigt, den Fall R 4 0 auszuschlieBen. Dann 


ware 
R=P-Q-MeZ 


im Widerspruch zur Minimalitat von d. Die Eindeutigkeit ist klar. Oo 
4.5.6. Es ist in der Geometrie eines Endomorphismus begriindet, wie weit sich 


das Minimalpolynom vom charakteristischen Polynom unterscheidet. 


Beispiel. Sei 
Ont 


0 
ives ee eM(n xn; K), 
wit G 


0 


wobei d — 1 mit 1 < d < n die Anzahl der Einsen in der Nebendiagonalen 
bezeichnet. Das bedeutet 


A(e;)=0, A(ez)=e,,... ,A(ey)=eg_-; und A(e;)=O0 sonst. 


Fiir die Potenzen A! mit 1 < / < d gilt A'(e,) = eg_), also ist AY = 0, aber 
A‘-! 4 0. Daraus folgt 


Py=tt", M,z=t‘. 
Im Extremfall d = 1 ist A= Ound Py, = +M). 
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Allgemein gilt folgende Beziehung zwischen charakteristischem Polynom Pr 
und Minimalpolynom M ;: 


Satz. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, F € End (V). Dann gilt: 
1) Meg teilt Pr. 
2) Pr teilt My. 


Beweis. 1) folgt sofort aus dem Satz von CAYLEY-HAMILTON. Zum Beweis 
von 2) wollen wir voraussetzen, da8 K Unterkorper von C ist. Im allgemeinen 
Fall kann man einen algebraischen Abschlup K verwenden, aber so weit wollen 
wir nicht in die Algebra ausschweifen (vgl. [F-S]). 

Wir konnen F ersetzen durch A € M(n x n; K). Die Polynome M, und P, 
zerfallen tiber C in Linearfaktoren (vgl. 1.3.9). Zundchst betrachten wir 


P(E — Aj). (E — Ay), 
wobei ;,..., Ax € C paarweise verschieden sind. Aus Teil 1) folgt 
Vigra) ee Ae) Mite Os; <7, flirt = 1, .. yk, 


d.h. M, hat keine weiteren Linearfaktoren. Wir zeigen, da} keiner fehlt, d.h. 
da s; > 1 ist fiir alle i. Angenommen s; = 0 fiir ein 7. Dann nehmen wir einen 
Eigenvektor v; € C” zu A; und wenden M,(A) darauf an. Mit der gleichen 
Rechnung wie im Beispiel 4.5.1 folgt 


Ma(A)(u;) #9 
im Widerspruch zu M,(A) = 0. Nun definieren wir 


OFM) et ap) E.Clry. 
Nach Definition von Q gilt Mj = +Q- P,,undda M4, P, € K{[t] folgt 
Q € K[t] (Aufgabe 5 zu 1.3). oO 


4.5.7. Manchmal kann das Minimalpolynom helfen, Beweise etwas abstrakter 
und kiirzer zu machen. Dafiir geben wir ein naheliegendes Beispiel. 


Definition. Man nennt F € End x(V) nilpotent, wenn F* = 0 fiir eink > 1. 

Satz. Ist F € End x(V) undn = dimV, so sind folgende Aussagen dquivalent: 
i) F ist nilpotent. 

ii) F4 = 0 fiir eind mit1 <d <n. 

i) Pte 
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iv) Es gibt eine Basis B von V, so daf 


Mz(F) = 


Beweis. i) bedeutet t* € Zp. Also ist Mp = t4 mit 1 < d < nund Pr = +1”. 
Das zeigt i) => ii) und iii). Der Trigonalisierungssatz 4.4.3 enthalt iii) = iv). 
SchlieBlich folgt iv) = i) nach Aufgabe 2 zu 2.5. Oo 


Aufgabe 3 zu 4.4 zeigt, daB es auch ohne Minimalpolynom geht. 


Aufgaben zu 4.5 


1. Sei F: V — V linear und P € K[t]. Zeige: Ist} € K ein Eigenwert von F, so ist 
P(A) ein Eigenwert von P(F). 


2. Ist F: V — V linear und P, Q € K{[t], so ist 
P(F) 0 O(F) = O(F)o P(F) = (P- Q)(F). 
3. Sei F: V + V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Dann gilt: 
a) Die Abbildung ®f: K[t] > End(V), P(t)  P(F) ist ein Homomorphismus 


von Ringen und von K-Vektorraumen. 


b) K[F] = {P(F): P € K[t]} ist ein kommutativer Unterring von End(V). 


c) IstdimV =n < ~, so existiert ein normiertes Polynom P € K[t] vom Grad < n? 
mit P(F) = 0. (Hinweis: Betrachte id, F, F?,..., F” ) 


4. Beweise den Satz von CAYLEY-HAMILTON durch direkte Rechnung fiir Matrizen 
Ae M(2 x 2; K). 


5. Seien A;,..., A, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines diagonalisier- 
baren Endomorphismus F tiber einem endlichdimensionalen Vektorraum. Zeige, daB 
(t —A,)-...: (tf —A,) € K[t] das Minimalpolynom von F ist. 
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Gegenstand dieses Abschnittes sind Endomorphismen, deren charakteristisches Poly- 
nom in Linearfaktoren zerfallt. Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit sind in 4.1.3 
und 4.3.3 angegeben. Sind sie nicht erfiillt, so kann man entsprechend 4.4.3 wenigstens 
trigonalisieren. Unbefriedigend dabei ist, daB man gar nichts von den Eintragen tiber 
der Diagonale wei. Das wird nun nachgeholt. 

Wir benutzen dabei nur elementare Methoden der linearen Algebra und verzichten 
darauf, das Minimalpolynom und die Teilbarkeitstheorie im Polynomring einzusetzen. 
Damit geht manches etwas eleganter, aber insgesamt nicht kiirzer (vgl. etwa [B2]). 


4.6.1. Im folgenden sei stets K ein beliebiger Korper und V ein K-Vektorraum 
mit dimV > 1. Ist F € End(V) und 


Pr =+(t—A,)"-...-(@—A,y)™ mitdr,,...,A, € K paarweise verschieden, 


so ist V nach 4.3.3 genau dann direkte Summe der F-invarianten Eigenraume 
Eig (F; 4;), wenn 


dim Eig (F; 2;) = w( Pr: 43) =17- 
Ist die Dimension des Eigenraumes zu klein, so kann man ihn mit folgendem 
Trick passend vergroBern. Fiir einen Eigenwert A der Vielfachheit r > 1 ist 


Eig (F; A) = Ker (F — Aidy) C Ker (F — Aidy)’ =: Hau (F; A). 


Man nennt Hau (Ff; 2) den Hauptraum (oder verallgemeinerten Eigenraum) 
von F zum Eigenwert A. Damit kann man schon das Ergebnis der ersten Etappe 
formulieren: 


Satz itiber die Hauptraumzerlegung. Sei F € End x(V) und 
Pr =+(t—A,)” ~...+(t— Ay) 


mit paarweise verschiedenen d\,...,r, € K. Es sei V; := Hau(F; 4;) C V 
fiir jedes d; der Hauptraum. Dann gilt: 


1) F(V;) C V; und dimV; =r; fiiri =1,...,k. 
2)V=V,@...8 Vy. 
3) F hat eine Zerlegung F = Fp + Fy mit 

a) Fp diagonalisierbar, 

b) Fy nilpotent, 

Cc) Fp o Fy = Fy o Fp. 
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Ubersetzt man das in die Sprache der Matrizen, und verwendet man noch, da8 
jede nilpotente Matrix in eine obere Dreiecksmatrix transformiert werden kann 
(4.5.7), so erhalt man das 


Korollar. Sei A € M(n xn; K), sodaB P, = +(t —d)"'-...-(t—A,x)". Dann 
gibt es eine invertierbare Matrix S € GL (n; K) derart, daB 


ALE, + M 0 
SAS! = a =A, 
0 Ap E,, + Nx 
wobei fiiri = 1,...,k 
Xi * 
A ips STN ies € M(r x 7; K). 
0 Xi 


Insbesondere ist A = D + N, wobei D Diagonalmatrix, N nilpotent ist, und es 
gilt 
D-N=N-D. Oo 


Folgerungen aus der letzten Eigenschaft sind in Aufgabe 4 und Aufgabe 5 ent- 
halten. 


4.6.2. Zur Vorbereitung der Hauptraumzerlegung betrachten wir einen Eigen- 
wert A von F und Potenzen von 
Gi=F —iidy- 
Das konnen wir auch fiir ein ganz beliebiges G € End V tun. Offensichtlich hat 
man die Ketten 
{0} C KerG C KerG? Cc... C KerG', 
V > ImG D ImG’ 5... >i 


und fiir jedes / ist dim Ker G' + dim Im G! = dimV nach 2.2.4. Im allgemeinen 


ist jedoch 
Ker G' Nn ImG! # {0}, 
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man hat also keine direkte Summe (vg]l. Beispiel 4.5.6). Da V endlichdimensio- 
nal ist, konnen die beiden Ketten nicht endlos auf- bzw. absteigen. Das ist der 
Schliissel zum entscheidenden 


Lemma von FITTING. Zu einem G € Endx(V) betrachten wir die beiden 
Zahlen 


d :=min{l: KerG' = KerG'*'}\ und r:= u(Pg;0). 
Dann gilt: 
1) d =min{l : ImG! = ImG'"*!}. 
2) Ker G4*' = Ker G4, Im G4*' = ImG4 fiir alle i €N. 
3) Die Raume U := Ker G4 und W := Im G4 sind G-invariant. 
4) (G\U)4 = 0 und G|W ist ein Isomorphismus. 
5) Fiir das Minimalpolynom von G\U gilt Mgy = t*. 
6) V =U @W, dimU =r > d, dimW =n-r. 
Insbesondere gibt es eine Basis B von V, so dap 
N 


Mz(G) = ( A 


0 
a mit N4¢=0 und CeéGL(n—-r;K). 


Beweis. Wir betrachten das Diagramm 


i 
KerG’ cV -—> ImG! 
N \| U 
4 
KerG'*! c v © ImG"". 


Unter Benutzung der Dimensionsformel 2.2.4 fiir G' und G'*! folgt 
ImG't!'=ImG' © dimImG’*! = dimImG' 
< dimKerG't! = dim KerG' 
~ KerG't! =KerG'. 


Die ist weiter gleichwertig damit, dag G|Im G': ImG! > ImG"*' ein Isomor- 
phismus ist. Daraus folgt sofort 1) und G|W Isomorphismus, also auch 2). Der 
Rest von 3) und 4) ist klar. Zu 5) geniigt es zu zeigen, daB aus (G|U)4~' = 0 
folgen wiirde, da 4 or 
KerG, = UG Ker.Gawa. 

Ist v € UN W, so ist G4(v) = O und v = G4 (w) fiir ein w € V. Daraus folgt 
G~4(w) = 0, also 


250 4 Eigenwerte 


w € Ker G~4 = KerG4 


nach 2), und somit 0 = G4(w) = v. Damit hat man V = U @ W, und es bleibt 
die Berechnung der Dimension von U. Nach Definition von U ist dimU > d. 
Wegen ; 

t"-Q= Pg = Pav: Pew mit Q(0) #0 


und Pey = +t” mitm = dimU folgt m = r, denn fiir den Isomorphismus 
G|W ist Pgjw(0O) £ 0. i] 


Insbesondere folgt aus den obigen Argumenten die 


Bemerkung. /st 1 Eigenwert von F und G := F — iidy, so ist d = | gleich- 


bedeutend mit 
Big 7A) — haw Gee Oo 


4.6.3. Nun beweisen wir den Satz tiber die Hauptraumzerlegung durch Induk- 
tion tiber die Zahl k > 1 der verschiedenen Eigenwerte. Zu 4, definieren wir 
G := F — , - idy. Dann ist 

Po(t—Ai) = Pr(t), also u(Pe; 0) = (Pr Ai) =r. 
Nach Lemma 4.6.2 ist V = Hau (F; 4,) ® W, und die beiden Summanden sind 
wegen F = G + i, idy auch F-invariant. Weiter gilt 

Priw = ail (1 = Az)? Bs BG (t =~ Ape 7 

also konnen wir auf F'|W die Induktionsannahme anwenden, daraus folgen 1) 
und 2). 


Die Zerlegung 3) zeigt man am einfachsten mit Matrizen, die Bezeichnungen 
seien wie im Korollar gewahlt. Die Existenz erhalt man mit 


Mer 


Des oa und N:= / . 
opel it 0 
eine einfache Rechnung zeigt 
ALM 
Ve = Nip 


0 o 


Zusatz. Die Zerlegung F = Fp + Fy ist sogar eindeutig, wenn man a), b) und 
c) verlangt. 
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Der Beweis benutzt 4.3.6 und etwas Teilbarkeitstheorie von Polynomen (vgl. 
etwa [B2], §11). 


4.6.4. Aus den obigen Beweisen kann man ein Rechenverfahren ableiten, wir 
geben dafiir ein 


Beispiel. Gegeben sei die Matrix 


25 34 «18 
Beads 314 4219 = 10 
hadi 6 Ms4 


mit Py = —t°? + 5t? — 7t +3 = —(t — 1)? - (t — 3). Inder Notation von 4.6.3 
istk = 2,A,; = 1,7); = 2, Az = 3, mr) = 1. Wir betrachten die Matrizen 


24” 34 18 22°) 840278 
B, = A—A;£3 = | —14 —20 —-10 | , By = A—A2E3 = | —14 —22 -10 ], 
=4\=6 —2 SA =65 4 
sowie 
287128, 456 
Bi = Bi =| -16 -16 -32 |], Be=B. 
pea 28 


Es ist rang B,} = 2 > 1 = rang B?. Daraus folgt 
Eig (A; A:) = Ker B, S Ker B} = Hau (A; 1), 


und somit ist A nicht diagonalisierbar. Indem man die zu B? und B, gehorenden 
homogenen Gleichungssysteme lost, erhalt man Basen 


('(2, 0, —1), '(0,2,-1)) von Hau (A; A,) 


und 
‘(—7,4,1) von Hau (A; Az) = Eig (A; A2). 


Tragt man die erhaltenen Basisvektoren als Spalten in eine Matrix ein, so erhalt 


aN wow '7 mG uate S14 
St= ET | und Ss 405 Sih, 
tee} 1 a eee 


sowie 
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TO e250 Peano 
SAS '=]| -—9 -14 0 und ( aye mit N? =0. 
0 Ons 
Nun mu man noch die Basis von Hau (A; A,) so transformieren, da ein Ba- 
sisvektor v Eigenvektor zu A, wird (vgl. 4.4.5). Er hat die Form 
v=a-‘(2,0,-1)+6-'(0,2,—-1). 

Die Bedingung Av = v ergibt 3a +58 = 0, also kann man v = '(5, —3, —1) 
wihlen. Aus der neuen Basis von R? erhalt man die Transformationsmatrix 


a Bo —4. —§5=8 
Lol ok Sot ea ti SSE 1 2-1], 
gas ay De 35 eo 
sowie 
46 0 
TAT"'=| 01 0 
00 3 


4.6.5. Auf der zweiten Etappe des Weges zur JORDANschen Normalform wird 
zu einem nilpotenten Endomorphismus eine Basis maBgeschneidert. Um das 
Ergebnis einfach formulieren zu k6nnen, definieren wir die Jordanmatrix 


0 1 0 

ve ia al —eM(k xk; K), 
seas 
0 0 


fiir die Jf = 0 gilt, und k die minimale Potenz mit dieser Eigenschaft ist. Man 
beachte, daB J; = (0). 


Theorem. Sei G ein nilpotenter Endomorphismus eines K -Vektorraumes V und 
d := min{l: G! = 0}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen s,,..., 5a « N 
mit 

d-sat+(d—1)sq-) +... +5, =r =dimV 


und eine Basis B von V, so dap 
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Ja 
a, Sg-mal 
we 0 
eI 
M2(G Oe sma 
B( )= Ja 
0 oS 
J 
os, 5;-mal 
J 


Beweis. Wir definieren U; := Ker G' und betrachten die Kette 
(© Ui G .506 UC Un= Vv. 


Da d minimal ist, sind alle Inklusionen echt. Wir vermerken zwei weitere Ei- 
genschaften: 


(1) Fiir 1 <1 <d ist G"'(U,_,) = U,, insbesondere G(U;) = U;_. 
Das ist klar, denn 
veG'U1) & Gu) €U_; S0=G'' (Gv) =Gi(v) SvEU,. 


(2) Ist W C V ein Untervektorraum mit W  U; = {0} fiir irgend ein /, so ist 
G|W injektiv. 
Denn da KerG = U, C U,, gilt sogar W M Ker G = {0}. 
Damit konstruieren wir nun schrittweise eine direkte Summenzerlegung von V. 
Zunachst wahlen wir W, C V mit 
YS U7 =U Wa - 
Aus (1) folgt G(Wz) C Ug_; und G(Wz) NM Ug_2 = {0}. Also gibt es eine 


Zerlegung 
Ug-; = Ug-2 ® Wa-1 mit G (Wz) C Wa-1. 


Die Iteration dieses Verfahrens kann man schematisch darstellen, wobei die 
Pfeile die Wirkung von G zeigen: 
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Ug 

1 

Ud-1 ® Wa 

Y 1 

Ug-2 ® Wa-1 ® Wa 

1 1 1 

U, ® Ww OW... @® Wy 

1 1 1 1 

U © Wi @ Wo. @ ..5 iO Wieeome 


Jede Zeile ist dabei eine Zerlegung von V, wegen Up = 0 ist insbesondere 
V=W,0W.0...0 Wa. 

Da nach (2) all die Beschrankungen von G in der Kette 
Wa > Wa-1 >... > W, 


injektiv sind, konnen wir nun bei W, beginnend durch schrittweise Erganzung 
Basen aller W,; und damit insgesamt eine Basis von V nach folgendem Schema 
erhalten: 


d d 
7 iter ale wi 
1) d d—1) d-l 
GW OY, bccn GDL) Bee Be Cie: 
a d tes d ak d-\ = d-l 1 1 
GED wl), 62D), GF 2 WEP) .14. Ge ee ta 


Dabei ist die erste Zeile eine Basis von W,, die zweite von W,_1, und schlieBlich 
die letzte von 
WwW, =, l= KerG. 


Die Matrix M,(G) hat die versprochene Form, wenn man B in folgender Weise 
anordnet: Man lauft in jeder Spalte von unten nach oben und liest die Spalten 
von links nach rechts. 

Um zu zeigen, daB die Zahlen s,,..., sg allein durch G bestimmt sind, be- 
nutzen wir die Existenz von Zerlegungen 


U, = U-; ® W, = U)-) ® G(Wi41) ® W, 
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fiir] =1,...,d mit Wy,, = 0. Danach ist 
5, = dimW, = dimU, — dimU;_, — dimW,., , 


also sind diese Zahlen rekursiv aus den Dimensionen der Kerne von G! bere- 
chenbar (vgl. Aufgabe 6). i) 


4.6.6. Wir berechnen ein einfaches 


Beispiel. Gegeben sei die Matrix 


1 3 0 0 
B=} 0) 0 2 mit B?=] 0 0 0 und B’=0. 
00 0 0 


Es ist d = 3, und fiir U; := Ker B' gilt 
{0} = Uo (4, U, = Span é; CG U, = span (é,, 2) C U; = R’. 


Aus der Bedingung 
R® = U, @ Ws 


folgt, da8 wir W; = span e; wahlen kénnen. Somit ist s; = 1. Aus 
R® = U, @ W, @ Ws 
folgt dimW, = 1, also sz = 0, und B-e; = ‘(3, 2, 0) ist der richtige Basisvektor 
von W). SchlieBlich ist 
R?=UOW, 6 W2.@ W3. 


Der gesuchte Basisvektor von W, ist B?-e; = B-'(3, 2,0) = 2e), somit ist auch 
5, = 0. Traégt man die gefundenen Basisvektoren in der richtigen Reihenfolge 
als Spalten in eine Matrix ein, so erhalt man 


23 0 : 2 —3 0 
T'=] 0201], unddaraus T= m1 oT 20 
Oe Oy ol 0 0 4 


Das Ergebnis ist die Jordanmatrix 


TBT'= 


oo” oO 
oO Oo. = 
o = © 
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4.6.7. Durch Kombination der Hauptraumzerlegung aus 4.6.1 und der Normal- 
form nilpotenter Endomorphismen aus 4.6.5 erhalt man schlieBlich die 


JORDANSche Normalform. Sei F € End x(V) derart, daB das charakteristi- 
sche Polynom in Linearfaktoren zerfallt, also 


Pp =X(t —d\)"-...-(t —Ax)” 
mit paarweise verschiedenen h,,...,d,% € K. Dann gibt es eine Basis B von 
V, so dap 
A\E,, + M 
Maz(F) = 
Xk Jr, + Ny 
wobei N; fiiri = 1,...,k in der Normalform von 4.6.5 ist. Ausgeschrieben 
bedeutet das 
Ape Sl 
1 
4; O 
yr | 
UE, + Ni = 
1 
4; O 
0 
Ai 
Die Eigenwerte 4,,...,A, © K, sowie die Zahlen r;,...,7, € N und die 


Langen Ss der Blocke von Einsen mit 
disp +...ts0 =4; fini sl eee 


sind durch F eindeutig bestimmt, man nennt sie Jnvarianten von F. 
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Beweis. Fiiri = 1,..., k setzen wir 

V; :=Hau(F;A;) und G; := (F —d)j,idy)|V;. 
Anwendung von 4.6.5 auf G; ergibt eine Basis 6; von V;, und aus B,,..., By 
baut man sich das gesuchte BG auf (vgl. 1.6.4). Oo 
Wir sehen uns noch einmal die Zahlen d,, ... , d, an, wobei 


d; := min{l;; Gi = 0}. 
Dann gilt fiir die Minimalpolynome Mg, = t“. Daraus folgt ganz einfach (Auf- 


abe 8) 
: Pe Oy) ate Ee AL) 


Ist speziell d| = ... = d, = 1, so gibt es keine Einsen neben der Diagonale, 
und es folgt zusammen mit 4.6.1 und 4.6.7 das 


Korollar. Fiir ein F € End x(V) sind folgende Bedingungen gleichwertig: 


i) F ist diagonalisierbar. 


li) Mp = (t—A))-...-(t—Ax), wobeihr,, ..., Ax die verschiedenen Eigenwerte 
von F bezeichnen. 
iii) Es gibt paarweise verschiedene ,,...,m € K, so dap 
(F —hyidy)o...0(F —A,idy) =0 € Endx(V). Oo 


4.6.8. Fir die praktische Berechnung der Jordanschen Normalform verwenden 
wir wieder das 


Beispiel. 
Sig Aves 3 
A=] -1 0 -1 
Lee eS 


mit dem charakteristischen Polynom P, = —(t — 2)? (vgl. 4.4.5). Wir betrach- 
ten 


Aru te3 Oren2xusd 
B= A>OF, = y=] “2 ~1 mit B’=] 0 —2 -2 
ee od) ag aa 


und B? = 0. Dann ist 
U,; := KerB=span‘(1, —1, 1) 
U, := KerB? = span (‘(1,—1, 1),‘(0,—1, 1) . 
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Entsprechend 4.6.5 haben wir die Zerlegungen 
R® = Up © W; = U, ® W2 ® W3 = Un © Wi © W2 @ Ws, 
das ergibt die Basisvektoren 
e3€ W3, B-e,='(3,-1,1)€W. und B*-e,='(2,-2,2)€W). 
In der richtigen Reihenfolge als Spalten in eine Matrix eingetragen erhalt man 


DSO —-1 -3 0 
Dintemala soPay ila) mit T=5 2: int oD alt 
2 eal 0 44 
und als Ergebnis 
2, Vile 
TALES = Oca 
NO) 2 
Das kann man vergleichen mit den Ergebnissen der Trigonalisierung in 4.4.5 
DPeadih me} 17700 
SAS =D = 1000) 2 mit, 5S =a] 5 dee 
ORO R2 ed Ie 
und der Transformation der nilpotenten Matrix D — 2E) zu 
2 =SIeO 
T(D—2E,)T"' = Js mit = 3 0 “276 
0 084 


Es ist T - S = T, also kann man T auch durch Kombination der vorher durch- 
gefiihrten Rechnungen erhalten. Man beachte, da dabei nicht notwendig die- 
selbe Transformationsmatrix entstehen mu8, weil sie nicht eindeutig bestimmt 
ist. 

Hat A mehr als einen Eigenwert, so mu8 man zunachst die Zerlegung in Haupt- 
raume berechnen. Dann kann man in jedem Hauptraum wie oben verfahren. Da 
der gesamte Raum nach 4.6.1 direkte Summe der Hauptraume ist, ergeben die 
unabhangig voneinander konstruierten Basen der Hauptraume zusammen eine 
Basis der gewiinschten Art des gesamten Raumes. 


4.6.9. Nach dem miihsamen Beweis der Jordanschen Normalform noch eine 
Bemerkung zu ihrer Bedeutung. Sie ist von theoretischem Wert, weil sie Jnva- 
rianten der Aquivalenzklassen ahnlicher Matrizen angibt: 
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— die Zahlen k, r; und oe als diskrete Invarianten, 
— die Eigenwerte 4), ..., Ax als kontinuierliche Invarianten. 


Zwei Matrizen sind genau dann 4hnlich, wenn all diese Invarianten iiberein- 
stimmen, und analog kann man eine Ahnlichkeit von Endomorphismen be- 
schreiben (vgl. Aufgabe 7). Es sei daran erinnert, daf fiir die Aquivalenz von 
Matrizen im Sinn von 2.6.7 der Rang als Invariante ausreicht. 

Das Verfahren, die Normalform zu berechnen, hat auch praktische Anwen- 
dungen, etwa bei der Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. An sich geniigt es, die Systeme nach verschiede- 
nen Eigenwerten zu entkoppeln (das geht mit der Hauptraumzerlegung) und in 
jedem Hauptraum zu trigonalisieren (dann kann man die Teilsysteme von unten 
nach oben ldsen, vgl. [Fo 2], §14). Aber der Rechenaufwand fiir die verbesserte 
Trigonalisierung mit der JORDAN-Methode ist kaum gr6Ber als bei der Metho- 
de aus 4.4.5. 


Aufgaben zu 4.6 
1. Bestimme die Hauptraume der folgenden Matrizen: 
Pie ee ee tral ee gs) 


ray 2 ‘1 
ON) Sica eS 

Oot 2, =1 
, ORO 2 oe 4 

ORO 1-3 
OOO a4 

OF :0' 0 =1 
O00) ROR 


2. Bestimme Basen, beziiglich derer die folgenden nilpotenten Matrizen Jordansche 
Normalform haben, und gib jeweils das Minimalpolynom an: 


eo ee Ole ite 
ft =3 =I 0. 3 
, OF rn 1 al —3, 
lee Oh OusthesH 
OO 7 <Oaae2: 


3. Bestimme Basen, beziiglich derer die folgenden Matrizen Jordansche Normalform 
haben, und gib jeweils das charakteristische und das Minimalpolynom an: 
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2 he0r = 

Bitsy 8 lil ORI 
=—1 0 =—1 |, bi 10 2 ORL 
Ldi2y Wes 1.0 ch 92 

1 OL ORO 


4. Mit Hilfe des Satzes iiber die Jordansche Normalform kann man recht einfach hohe 
Potenzen von Matrizen berechnen. Zeige: 


a) IsttA e M(n x n; K), S €e GL(n; K) und m €N, so gilt (SAS!)" = SA"S7!, 
b) Sind A, B e M(n x n; K) mit AB = BA undm EN, s0 gilt 


(A+ay"=)> (qatar 


k=0 
c) Bestimme fiir die Matrix 
BAA em 23 
A=] -1 0 -l 
Daze 3 


eine Matrix S € GL(3; R), so dak A = S(D + N)S~', wobei D Diagonalmatrix, 
N nilpotent und DN = ND ist. Berechne mit Hilfe von a) und b) (und ohne Com- 
puter) A%°. 


5. Betrachte die Verallgemeinerung der Exponentialfunktion fiir Matrizen; fiir jede Ma- 
trix A € M(n x n; R) existiert 


m 
; Lae 
exp(A) := lim a rie : 


a) Bestimme exp(D) fiir eine Diagonalmatrix D. 
b) Ist A € M(n x n; R) und S € GL(n; R), so folgt exp(SAS') = §-exp(A) - Sn. 
c) Sind A, B € M(n x n; R) mit AB = BA, so gilt exp(A + B) = exp(A)exp(B). 


d) Bestimme fiir die Matrix 


3. 0, —2 
A=] -20 1 
27 0 


eine Matrix S € GL(3; R), so daB A = S(D + N)S~!, wobei D Diagonalmatrix, 
N nilpotent und DN = ND ist, und berechne exp(A). 
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6. Zeige, daB fiir die Zahlen s;,..., sq in 4.6.5 gilt: 
s, = dim(U;/U)_1) — dim(U}41/U)) . 
7. Gegeben sei ein endlichdimensionaler C-Vektorraum V. Zwei Endomorphismen F 


und G von V heifen dhnlich, wenn es einen Isomorphismus H von V gibt mit G = 
Heo Kio iia™: 


a) Zeige, daB dadurch eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Endomorphismen 
von V gegeben ist. 

b) Fir F, G € End(V) sind folgende Bedingungen gleichwertig: 
i) F und G sind ahnlich. 
ii) Fiir jede Basis 6 von V sind Mg(F) und Mz(G) ahnlich. 


iii) Die Jordanschen Normalformen von F und G haben (bis auf die Reihenfolge) 
die gleichen Invarianten. 


8. Sei F € Endx (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom in Li- 
nearfaktoren zerfallt. Beweise, da man das Minimalpolynom Mf aus den Invarianten 
von F berechnen kann: Mit den Bezeichnungen von 4.6.7 gilt 


Mp(t) = (t — Ar) +. (EAR). 
9. Sei V ein 6-dimensionaler R-Vektorraum und F ein Endomorphismus von V mit 


Pr(t) = (t—1)(t+2)°, Mr(t) = (t—1)(t+2)3. Bestimme alle méglichen Jordanschen 
Normalformen von F. 


10. Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und F ein Endomorphismus von V 
mit F? = F. Zeige, daB F diagonalisierbar ist. 


Kapitel 5 


Euklidische und unitare Vektorraume 


In den vorhergehenden Kapiteln wurden Vektorraume tiber einem beliebigen Korper 
behandelt. Uber den reellen und komplexen Zahlen hat man ein zusatzliches wichtiges 
Hilfsmittel, das die Messung von Langen und Winkeln gestattet; es wird in diesem Ka- 
pitel beschrieben. Bevor wir die tiblichen allgemeinen Begriffe einfiihren, geben wir 
die wichtigsten kanonischen Beispiele. 


5.1 Das kanonische Skalarprodukt im R” 


5.1.1. Zwei Vektoren x = (x),...,xX,) und y = (y,..., yn) des R” ordnet 


man die Zahl 
C5 VY) = Xi Aol te na 


zu. Das ergibt eine Abbildung 
( , ): R'xR'>R, G,y) &,y), 


sie heiBt kanonisches Skalarprodukt. Schreibt man x und y als Spaltenvektoren, 
so ist 
YI 


(ney Tesh Wry aaiee Nee Xe) 
Yn 

Die formalen Eigenschaften dieses Produktes rechnet man miihelos nach: 
l.(x+x',y)=(%,y) +(e, y), Oryty)=,y) +(x, y), 

(Ax, y) = A(x, y), (x, Ay) =A(x, y), 
2. (x, y) = (y, x), 
Buco = Ol mune (bc, t= ORS =O) 
fiir x, x’, y, y’ € R” unda €e R. Man beachte, da8 nur bei 3. eine spezielle 
Eigenschaft der reellen Zahlen benutzt wird: 

(Ge5 5a) =x. be, 


und eine Summe von Quadraten ist nicht negativ. Insbesondere kann man dar- 
aus die Wurzel ziehen, was eine Abbildung 


l II: R" a0 R,, Xx b> Ix Il — (as 


ergibt, die Norm heiBt. Im R! ist ||x || = |x|, im R? ist 
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Ill] = xt + x3 


nach dem klassischen Satz von PYTHAGORAS die Lange von x. Auch im R” 
ist ||x || der Abstand vom Nullpunkt zum Punkt x. 

Um Abstande zwischen beliebigen Punkten zu messen, betrachtet man die 
Abbildung 


d: R"xR’->R,, d(x, y):=l|ly—<x|l. 
Explizit berechnet man den Abstand (oder die Distanz) durch 
d(x, y= Vv Oi ai x1)? agers (Yn 4 Be: 


5.1.2. Die wichtigsten Eigenschaften von Norm und Abstand sind die folgen- 
den 


N11 |x| =O0@x=0, 
N2 Ax] = |Al- lel, 
N3 lx + yll S Ilxil+ Ilyll Dreiecksungleichung 


DI dG,y)=0ex=y, 
D2 d(y,x) =d(x, y), Symmetrie 
D3 d(x,z) < d(x, y) + d\y, z). Dreiecksungleichung 
Die jeweiligen Eigenschaften 1 und 2 sind klar. D3 folgt aus N3, denn 
X—-Z=xX-yty-z. 
x y 
zr+y 


Bild 5.1 


5.1.3. Man kann versuchen, die Ungleichung N3 direkt nachzurechnen. Aber es 
ist 6konomischer, sie aus der folgenden allgemeineren Ungleichung abzuleiten. 


Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ. Fiir x, y € R” gilt 
K(x, y)| < Ix - My 
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und 
I(x, y)| = Well - ly ll 


genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind. 


Zunichst beweisen wit damit die Dreiecksungleichung: 


lx + yl? = (xty,xt+y) = (x, x) +2(x, y) +{y, y) 
< |x? + 2bxll- yl + yl? = Cell + lly? 
Die Quadratwurzel ist monoton, also folgt N3. Oo 


Beweis der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung. Wegen der Monotonie der 
Wurzel kann man beide Seiten quadrieren, es geniigt also zu zeigen, dah 


(x, x)+(y, y) — (x, y? = 0. (*) 


Wie man das mit einem Kniff ohne Rechnen zeigen kann, wird in 5.4.7 be- 
schrieben. Wer gerne mit Kniffen rechnet, betrachte die Matrix 


Ky es Xp 
A= 3 
e ves cH 
ui ee (e539) ae 
yes) {6% a0) 


die abzuschatzende Differenz ist also gleich det(A - ‘A). Daher folgt (*) aus 
3.3.7, denn 


Dann ist 


a 


det(A-'A)= D> | “| 20. 
l<i<j<n| Yi Jj 
Gleichheit bei Cauchy-Schwarz bedeutet, daB alle Minoren x;y; — x;y; ver- 
schwinden, und das bedeutet rang A < 2 (vgl. 3.3.6). je 


5.1.4. Wie wir gesehen haben, hat die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung eine 
Konsequenz fiir die Langenmessung, namlich die Dreiecksungleichung. Man 
kann durch Betrachtung des Quotienten von linker und rechter Seite dariiber 
hinaus eine sinnvolle Winkelmessung erklaren: 

Fiir zwei von Null verschiedene Vektoren x, y € R” ist nach der Ungleichung 
von CAUCHY-SCHWARZ 

(x, y) 

= Aetyit 
Also ist dieser Quotient gleich cos # fiir genau ein # € [0, 2]. Dies nennt man 
den Winkel zwischen x und y, in Zeichen 
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(x, y) 


x,y) = atccos (*) 
lx ll - yl 
Um zu zeigen, da diese Definition mit dem tibereinstimmt, was man sich geo- 
metrisch unter einem (unorientierten) Winkel vorstellt, bemerken wir zundchst, 
daB 


II 


Bh y) 4(y,x), 
4 (Ax, y) EK 655 SACS) Lie =O), 
Da die beiden Vektoren in einer Ebene liegen, behandeln wir nur den Fall n = 2 


(das dies keine echte Einschrankung ist, wird sich in 5.4.9 zeigen). Wir ersetzen 
x und y durch 


pare) teat 
x’ = —-x y =—--y. 
Il | lly l 
Dann ist ||x’|| = ||y’|| = lund <(x, y) = 4 (x’, y’). Aus der Analysis wei8 


man, da es a, B € [0, 27[ gibt, so daB 
x’ =(cosa@,sina), y’ =(cosf,sinf). 


Also gilt oe ; 
(x, y) =cosacos B + sina sin B = cos(B —@), 


nach einem ,,Additionstheorem* fiir den Cosinus, wobei wir B — a € [0,7] 
annehmen konnen. Insgesamt folgt 


& (G2, y) = B — &, 
was der Erwartung entspricht. 


Bild 5.2 


Man beachte, da8 die Erklarung des Winkels mit Hilfe des Skalarprodukts for- 
mal einfacher ist als mit Hilfe eines BogenmaBes in der Analysis. Anstatt eines 
Kurvenintegrals ben6tigt man lediglich die Potenzreihe des Arcussinus. 

Offensichtlich ist 4 (x, y) = > gleichbedeutend mit (x, y) = 0. Das kann 
man ohne den Cosinus sehen: 
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Zwei Vektoren x, y € R” heiBen senkrecht, wenn 
(x,y) =0. 
Dazu miissen die Vektoren nicht einmal von Null verschieden sein. 
Die Definition (*) fiir den Winkel kann man auch in der Form 
(x,y) = llxll- Ilyll- cos £ (, y) (*’) 


schreiben, im Gegensatz zu (x) ist dabei x = 0 oder y = O erlaubt. Die Formel 
(*’) erlaubt eine geometrische Erklarung des Skalarproduktes als Produkt von 
||x|| und 

llyll- cos £ (x, y), 
wobei der zweite Faktor gleich der senkrechten Projektion des Vektors y auf 
die durch x aufgespannte Gerade ist. Man beachte dabei das Vorzeichen: Ist 
0 = & (x, y), So gilt 


= 0 fire eee 


cos 3 1 
<A) fig == <2 —aatee 
2) 
Z 7] 
v0 zr re 
ee ———— 
\|y|| - cos a(x, y) > 0 \|y|| - cos d(x, y) < 0 
Bild 5.3 
Aufgaben zu 5.1 


1. Zeige, da® fiir alle x, y € R” gilt: 
a) (x+y,x—y) = |lxll? — Ilyll?. 


b) lx — yll? = Ilxl? + lly ll? — 2x, y) = Ill? + lly ll? — 2ilel - yl cos 8. 
(verallgemeinerter Satz von PYTHAGORAS oder Cosinussatz) 


c) llx + yl? — lx — yl]? = 4(x, y). 
d) |lx + yll? + lx — yl]? = Ix]? + 2iyIl. (Parallelogramm-Gleichung) 
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Bild 5.4 


2. Beweise die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung durch direkte Rechnung im Fall 
i= 


3. Mit Hilfe des Winkels zwischen Vektoren kann man auch den Winkel zwischen Ge- 
raden erklaren. Sind L = v+ Rw und L’ = v’!+ Rw’ Geraden im R", so sei der Winkel 


zwischen L und /L’ erklart durch 
4 (w,w’) falls (w, w’) > 0, 
4 (—w,w’) sonst . 


Heh Sh ye 


Zeige, daB diese Definition unabhangig von der Auswahl von w und w’ ist, und daB 
O< <(L,L’) < § gilt. 


4. Zwei Vektoren x, y € R” hei®en orthogonal (in Zeichen x_Ly), wenn (x, y) = 0. 
Sind x, y 4 0, so gilt offenbar 
4 
sally eS 2CCe i a 
Ist L = v-+Rw C R" eine Gerade, so heiBt s € R” orthogonal zu L, wenn (s, x—y) = 0 
fiir alle x, y € L. Zeige: 
a) Ist L = v+ Rw C R’ eine Gerade und s € R", so gilt: 
s ist orthogonal zuL & siw. 
b) Ist L = {(x1, x2) € R?:a)x; + apx2 = b} eine Gerade im R?, so ist (a, a2) ortho- 
gonal zu L. 
Zu einer Geraden orthogonale Vektoren kann man benutzen, um den kiirzesten Abstand 


zwischen einem Punkt und einer Geraden zu bestimmen. Ist L = v + Rw C R" eine 
Gerade und u € R", so ist der Abstand zwischen u und L definiert als 


d(u, L) := min{||x — ull:x € L}. 
Zeige, daB fiir den Abstand zwischen u und L gilt: 


c) Es gibt ein eindeutig bestimmtes x € L, so daB (x — u) orthogonal zu L ist. Fiir x 
gilt d(u, L) = ||x — u|| (d. h. der senkrechte Abstand ist der kiirzeste). 
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Fiir Geraden im R? kann man den Abstand von einem Punkt noch einfacher beschrei- 
ben. Es gilt: 


d) Ist L C R? eine Gerade, s € R? \ {0} orthogonal zu L und v € L beliebig, so ist 
Bix {x é R*: (s,x — v) =0}" 
Ist u € R*, so folgt aus c), daB 
I(s, u — v)| 
IIs Il 
Ist speziell L = {(x), x2) € R?: a,x; + a2x2 = b} und u = (uj, v2), so ergibt sich 
Fee |aju; + a2U2 — b| 


ID 2 
ay + a5 


Mit Hilfe von d) kénnen wir nun fiir Gleichungen von Geraden im R? die sogenannte 
HEssEsche Normalform herleiten: Ist s € R? \. {0} orthogonal zur Geraden L C R?, 
Soseli = al - s. Dann ist ||n|| = 1. Man nennt n einen Normalenvektor zu L; nach 
d) gilt fiir beliebiges v € L, daB 

L = {x € R?: (n,x —v) =O}. 
Fiir jedes u € R? gilt dann d(u, L) = |(n, u — v)|, die Funktion (n, u — v) miBt also 
mit Vorzeichen den Abstand von u zu L. 


4 rN 
aL 


dtu, L)= 


xz’ —v 
(n,x'—v) >0 


Bild 5.5 


5. Aufgabe 4 1a8t sich leicht verallgemeinern, um den Abstand zwischen einem Punkt 
und einer Hyperebene im R" zu bestimmen; eine Teilmenge H des R” heift dabei Hy- 
perebene, falls H ein affiner Unterraum der Dimension (n — 1) ist, d. h. es existiert ein 
v € R" und ein Untervektorraum W C R’” der Dimension (n — 1), soda8 H = v+ W. 
Ist H = v + span (w),..., W,z_-1) C R" eine Hyperebene, so heiBt s € R” orthogonal 
zu H, wenn (s, x — y) = Ofir alle x, y € H. Zeige: 


a) s ist orthogonal zu H © slw, firi =1,...,n—1. 


b) Ist die Hyperebene gegeben durch H = {(x),..., Xn) € R”: ajxj+...+@nXn = Dd}, 
So ist (a), ..., @,) orthogonal zu H. 


5.2 Das Vektorprodukt im R? 269 


Ist die Hyperebene H also durch eine Gleichung gegeben, so findet man leicht einen 
zu H orthogonalen Vektor. Was man tun kann, falls die Ebene in Parameterdarstellung 
gegeben ist, wird in Aufgabe 6 zu 5.2 gezeigt. 

Ist H C R” eine Hyperebene und u € R", so ist der Abstand zwischen u und H erklart 


durch 
d(u, H) := min{||x — ul|:x € A}. 


Beweise: 


c) Es gibt ein eindeutig bestimmtes x € H, so da (x —u) orthogonal zu H ist. Es gilt 
d(u, H) = ||x — ull (d. h. der senkrechte Abstand ist der kiirzeste). 
O)IStoe—HiGaemie x) eR? ax) + ...-+ dpx%, = bD) und w= (uj,...,u,) € R", 
so gilt 
gi dlu, H) = aims +... + Gnltn — bl 
at +...+a? 


Ist N orthogonal zu H mit || || = 1 und v € H beliebig, so leitet man wie in Aufgabe 
4 die HESSEsche Normalform der Gleichung der Hyperebene ab: 


H = {x € R":(N,x —v) =0}. 
6. Seien V’ C L(R) wie in Beispiel 2b) aus 2.2.6. Betrachte die Abbildungen 
I: LR) OR, fe / if@lat, und 


R 
i: LR/N>R, ftNr isi. 


Welche davon ist eine Norm? 


5.2. Das Vektorprodukt im R° 


5.2.1. Eine ganz spezielle Multiplikation gibt es fiir n = 3: 
R xR? > R’, (x,y)h>x xy, mit 
XX y= (X2y3 — x32, X31 — X13, X12 — X2yi)- 
Diese Definition des Vektorproduktes (weil das Ergebnis wieder ein Vektor ist) 
kann man sich leichter merken durch die Regel 


€) &2 &3 
X2 3 x| x| 2 
KX Vix eae x3 | —"e} Te) +t 63 ; 
V2 ey3 ileyS JA YP) 
Vile an 3: 


wobei man die Determinante formal nach der ersten Zeile entwickelt. Daran 
sieht man auch, da sich auf diese Weise fiir beliebiges n ein Produkt mit n — 1 
Faktoren erklaren la8t (Aufgabe 6). 
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Zunachst notieren wir wieder die formalen und ganz einfach zu beweisenden 
Rechenregeln. Fiir x, x’, y, y’ € R° und A € R gilt: 


1. ek x!) x Sy" ey eX 5) x Gy Ey eae ey ey ae 
DEX VI (OeXay) ip XoxO1y =A Cae) e 


Dy XX ny ee aS OME aera 10), 
3.x x y=0 < x, y linear abhangig. 


5.2.2. Den engen Zusammenhang zwischen Vektorprodukt und Skalarprodukt 
sieht man an den folgenden Regeln. 


Bemerkung. Fiir x, y, z € R° gilt: 


a) 
X; X2 X3 
(xx y,z)=det} yy yo ys J, («xX y, x)= (xx y,y) =0. 
LA) VGN es} 
b) 
IIx x yll? = Ix|P lly? — @, y)?, Ue x yl = Mell: yl] - sin Z (, y). 


Beweis. a) folgt sofort aus den Definitionen. Eigenschaft b) ist eine Prazisierung 
der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung und folgt sofort aus dem in 5.1.3 
gegebenen Beweis fiir n = 3, da 

2 


2 f 


XQ X3 XxX, X3 xX; X2 


Yon 3 ig y3 Daly 3) 


Die zweite Gleichung von b) folgt aus der Definition des Winkels 38 = < (x, y) 
und 


IIx x yl? = ef 


IIx x yl]? = Ix? Ilyl? (1 — cos? &) = |x|] lly |)? sin? 8 QO 


Aus dieser Bemerkung kann man nun die geometrischen Eigenschaften des Vek- 
torproduktes ablesen. Wir starten mit linear unabhangigen Vektoren x, y € R° 
(andernfalls ist x x y = 0). Aus a) folgt, daB x x y senkrecht auf der von x und 
y aufgespannten Ebene steht. Also ist festgelegt, auf welcher Geraden x x y 
liegt. 

Aus b) folgt, daB die Lange von x x y gleich der Flache des von x und y aufge- 
spannten Parallelogramms ist. Damit ist x x y bis auf das Vorzeichen festgelegt. 
Welches man zu wahlen hat, ist eine Frage der Orientierung. Dazu betrachten 
wir die Basis 


5.2 Das Vektorprodukt im R? 271 


DBi=(Ony, 2 y) 


von R°. Nach Eigenschaft a) ist die Determinante gleich (x x y, x x y), also 
positiv, und somit sind B und die kanonische Basis gleichorientiert (vgl. 3.4.3). 
Also hat x x y zu x und y die gleiche Richtung wie e3 zu e, und e, (vgl. Bild 
5.6). 


e, Dry 
y 
zx 
0 é, OF 
€, 


== Hip S80) 
Bild 5.6 
Aufgaben zu 5.2 
1. Zeige fiir x, y, z € R® die GRASSMANN-Identitat 


x x (y x 2) = (x, Z)y — (%, y)z 
und folgere daraus die JACOBI-Identitat 


xxX(yxz)tyx(z@xx4+zxx y)=0. 


2. Fiir x, x’, y, y’ € R® gilt: 


Xi Yi yi Mir eyAL gery 
a) (x x y) x(x’ x y')=x'-det] x2 yo yy | —y’-det] x2 yw x4 
x3 y3 V3 x3 3X4 


b) (x xy, x) xy) = (x, x’}(y, y’) — (y, x’), y’). 


3. Seien x, y, z € R®. Dann gilt: 


x, y, z sind linear unabhangig < x x y, y x z,z x x sind linear unabhangig . 


4. Gegeben sei eine Ebene E = v+-Rw; +Rw2 C R?. Zeige: Setzt mana := w) xX w2 
und b := (v, a), so gilt ; 
E = {x €R°: (x,a) =b}. 

5. Wir wollen mit Hilfe des Vektorproduktes eine Parameterdarstellung der Schnitt- 
geraden zweier nichtparalleler Ebenen im R* bestimmen. Sind zwei Ebenen 
E=v+Rw,+Rw, E’ = v' + Rw) + Rw) C R? gegeben, so sei W = Rw; + Rw, 
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W’ = Rw; + Rw). Da die beiden Ebenen nicht parallel sind, ist W 4 W’, und damit 
hat U = WW’ die Dimension 1. Zeige: 


a) ItL=ENE'undueL,soistL =u+U. 
b) Seien s = w; x w2, s’ = w| x w) und w =s x s’. Dann gilt U = Rw. 
Bestimme nach diesem Verfahren eine Parameterdarstellung von E M E’, wobei 
E = (0, 2,3) + R(3, 6, 5) + RC, 7, —1), 
E’ = (-1, 3, 2) + R(8, 2, 3) + R(2, —1, —2). 


U L Bild 5.7 
6. Das Vektorprodukt zweier Vektoren im R? 1a8t sich fiir n > 3 folgendermaBen zu 
einem Produkt von n — 1 Vektoren im R” verallgemeinern: Sind x) oe x=) ER", 
So sei 


n 
x) x x xO) ve Yo (-1)*! Get Ai) -éi, 
i=l 


wobei A € M((n—1) xn; R) die Matrix ist, die aus den Zeilen x“), ..., x“—") besteht 
und A; aus A durch Streichen der i-ten Spalte entsteht. Wie im Fall n = 3 entsteht 
x) x... x x@-) also durch formales Entwickeln von 


e| 2 en 

x) xf) xf) 

det , 
-1 —-I -l 

Pm a 


nach der ersten Zeile. Zeige, daB fiir das verallgemeinerte Vektorprodukt gilt: 


ay oD aaa x ee DEG ay) xO a ex ee 
Bae aa prey °c Gt aa em Seg che) = 
ODI eM Sey EEX art 


pax c= D ne (hn) ce 4). x welts On 
Dlg eye ES cae OE ince |e 


b) x) x... x x") =0 & x™,...,x@— linear abhingig. 


).3 Das kanonische Skalarprodukt im C” 273 


yi v2) tee Yn 
xD (1) (1) 
x x 
) (x) x 2x x@-D) y) = det : 4 ‘4 
=i =| = 
ae ) eo Wear ine Wal 
1) noo Deere Ou fure = 1,0... ip ail 


5.3 Das kanonische Skalarprodukt im C” 
5.3.1. Zu einer komplexen Zahl z = x + iy hatten wir in 1.3.4 


oy und s|Z\=i4/77 = 4) x° by" 


erklart. Der Zahl z € C entspricht der Vektor (x, y) € R’, und mit der im R? 
definierten Norm ist 
Izl =I, yl. 


Fiir die Geometrie des C” benutzt man die Abbildung 
Cc xc >C, ,w)r (z,w),, mit 
(Z,W)e = ZW t+... +2nWe flirz =(Z,...,2%n), W=(W1,..., Wn). 


Sie hei8t kKanonisches Skalarprodukt. Der Index c wird nur voriibergehend an- 
pehangt, um auf den Unterschied zum entsprechenden Skalarprodukt im R” hin- 
zuweisen. Ohne jede Miihe beweist man die folgenden Rechenregeln. 


1. (Z+2', whe = (Z, Whe + (2, We, (2, WH W')e = (2, Whe + (Z, We, 


AZ, W)e =A(Z, W)e, (Z,AW)¢ =A(Z, Whe, 


Zc = (2, W)-, 
Coe a een (C2) — O)-<> 7 — 0 


( 
( 
2. (w 
3. { 


fiir z,z’, w,w’ € C” unddA e C. Wegen der Eigenschaft 3. erhalt man eine 


Norm 
C>R,, ze Ilzil :=Vz, Ze. 


5.3.2. Besonders wichtig ist die Beziehung zum kanonischen Skalarprodukt im 
R”. Beziiglich der natiirlichen Inklusion 
RecA.) see 51" Ole 


gibt es kein Problem: entsprechend ist R” C C”, und ( , ), ist eine Fortsetzung 
von ( , ). Anders ist es bei der Abbildung 


ieee 6 DENEGAV ney sen) a (tel asta Xn Ae) = Ze 


Ist v’ € R" ein anderer Vektor, dem z’ € C” entspricht, so ist 
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n 


: _~ Xy Wy 
oon + yi) i Soar oe 
v=1 | x, Vy 


n 
ZA ay = Se ziz) 
v=1 


(v, v’) = iw(v, v’) , 
wobei ( , ) das Skalarprodukt im R”" bezeichnet und 
w: R"™ xR” >R 


durch die dariiberstehende Summe erklart ist. Offensichtlich ist 


w(v’, v) = —w(v, v’). 
Das alte Skalarprodukt im R” ist also der Realteil des Skalarproduktes im C’, 


dazu kommt ein alternierender Imaginarteil. Da er fiir v = v’ verschwindet, 
erhalt man auf R”” und C” die gleiche Norm. 


Aufgaben zu 5.3 


1. Zeige, daB die schiefsymmetrische Bilinearform (vgl. 5.4.1) w:R2” x R2” > R aus 
5.3.2 nicht-entartet ist, d. h. : Ist w(v, w) = 0 fiir alle w € R2”, so ist v = O. 


2. Sei J: R*” —> R*” der Endomorphismus, der gegeben ist durch 


J (Xi, Vinee Xny Yn) = (His Xs + Yn Xn) - 
(Identifiziert man R2” mit C” wie in 5.3.2, so ist J einfach die Multiplikation mit i.) 
Zeige, daf fiir das kanonische Skalarprodukt ( , ) im R2”, die Abbildung w aus 5.3.2 
und J der folgende Zusammenhang besteht: 


Fiir alle v, w € R™” ist (vu, w) = w(v, J(w)). 
3. Eine komplexe Struktur auf einem R-Vektorraum V ist ein Endomorphismus J von 
V mit J? = —id. Zeige: 


a) Mit der skalaren Multiplikation (x + iy) -v := xv + yJ(v) wird V zu einem 
C-Vektorraum. 


b) Ist V endlichdimensional, so ist dimpV gerade. 


5.4 Bilinearformen und Sesquilinearformen 


Nachdem wir die wichtigsten Beispiele beschrieben haben, werden nun die tiblichen 
allgemeinen Begriffe eingefiihrt. 


5.4.1. Zunachst darf K wieder ein allgemeiner Korper sein. Ist V ein Vektor- 
raum dariiber, so betrachten wir eine Abbildung 
sisVxV—->K, (v,w)P s(v,w). 


Sie heiBt Bilinearform auf V, wenn folgendes gilt: 


5.4 Bilinearformen und Sesquilinearformen A/S) 


B1 s(v+v’, w) =s(v,w)+s(v',w), s(Av, w) =As(v, w), 
B2 sv, w+ w’) =s(v, w) + s(v, w’), s(v, Aw) =As(v, w). 
Die Abbildung s heift symmetrisch, falls 

SS s(v, w) =s(w, v), 

und alternierend (oder schiefsymmetrisch), falls 

A s(w, v) = —s(v, w). 

Dabei ist jeweils v, v’, w, w’ e Vunddae K. 


Beispiel. Sei K = R, J = [a, b] C Rein Intervall und V = C(J; R) der Vek- 
torraum der darauf stetigen Funktionen. Da jede stetige Funktion integrierbar 
ist, hat man eine Abbildung 


b 
VxV>R, (f.g)6 [ foswar, 


und diese ist nach den Rechenregeln fiir Integrale eine symmetrische Bilinear- 
form. 


5.4.2. Ist V im Gegensatz zu obigem Beispiel endlich-dimensional, so kann man 
Bilinearformen durch Matrizen beschreiben. Sei also s eine Bilinearform und 
B= (v,..., V,) eine Basis von V. Wir betrachten die Matrix 


M3z(s) := (s(v;, vj));j E€ M(n x n; K). 
Wie bei linearen Abbildungen nennt man sie die darstellende Matrix von s be- 
ziiglich B. Durch sie ist s vollstandig festgelegt. Genauer gilt: 


Bemerkung. Sei s eine Bilinearform auf V mit Basis B, Pg: K" — V das 
zugehorige Koordinatensystem. Wir betrachten die Matrix A = Mg(s) und fiir 
v, w € V die Koordinaten x = ;'(v), vi ;'(w). Dann ist 

Qi; *** Gin v1 


Sw ha x Ay = (x1,..-5 Xn) 


Ant *** Ann Yn 


Beweis. Es ist 
s(v, w) = S(xyv,) +... + XnUn, ViVi ~~. + YnUn), 
also folgt die Behauptung durch wiederholte Anwendung von B1 und B2, weil 


a;; = s(v;, vj). Das Ergebnis kann man auch als Doppelsumme mit n? Sum- 
manden schreiben: 
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n 
s(v, w) = Y aijxiy; - Oo 
hy 


Ist umgekehrt auf V mit Basis B eine beliebige quadratische Matrix A = (a;;) 
gegeben, so ist durch die obige Formel eine Bilinearform s mit 

S(U;, v;) = aij 
erklart. Das folgt etwa aus den Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation. 


Die Symmetrie von s ist gleichbedeutend mit der Symmetrie von A. Zusam- 
menfassend gilt: 


Satz. Sei V ein K-Vektorraum mitn = dimV < oo und B eine Basis. Dann ist 


die Abbildung Mo(s) 
Sin B\S 


von den Bilinearformen auf V in M(n x n; K) bijektiv, und s ist genau dann 
symmetrisch, wenn Mp(s) symmetrisch ist. 


DaB zu verschiedenen Matrizen verschiedene Bilinearformen gehoren, kann 
man in einer Art von Kiirzungsregel ausdriicken: 
Lemma. Gegeben seien A, B € M(n x n; K) derart, da 
'xAy ='xBy 
fiir alle Spaltenvektoren x, y € K". Dann ist A = B. 


Beweis. Es geniigt, fiir x und y die kanonische Basis einzusetzen und zu bemer- 
ken, daB 

e, Ae — a; j- Oo 
5.4.3. Die Beschreibung einer Bilinearform durch eine Matrix hat Ahnlichkeit 
mit der entsprechenden Beschreibung eines Endomorphismus (2.4.3). Ein we- 
sentlicher Unterschied zeigt sich im Transformationsverhalten. 


Transformationsformel. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Ba- 
sen A, B, und sei T? die entsprechende Transformationsmatrix (2.6.2). Fiir je- 
de Bilinearform s auf V gilt dann 


Mp(s) ='TE-Ma(s)- TS. 
Man beachte, da8 dagegen fiir einen Endomorphismus F von V nach 2.6.5 gilt: 
Mz(F) =TA-M4(F)-T, wobei TAA = (TB). 
Beweis. Seien v, v' € V mit v = ® (x) = Op(y) und v’ = Oy(x’) = Oz(y’). 


sii Tis so istx = Ty und x’ = Ty’. Setzen wir weiter A := M_4(s) und 
B := M,z(s), so folgt 
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‘yey =stus wy) = ‘xAx' = '(Ly)A(Ty') =‘yCTAT)y’. 
Da dies fiir alle y und y’ gilt, folgt die Behauptung B = 'TAT aus Lemma 
5.4.2. oO 


Ist Se= Te = T~', so kénnen wir die beiden Transformationsformeln auch in 
der folgenden Form vergleichen: 

A='SBS _ fiir eine Bilinearform und 

B=SAS"', dh. A=S~'BS fir einen Endomorphismus. 
5.4.4. Ists: Vx V — K eine symmetrische Bilinearform, so erhalt man daraus 
eine Abbildung 
g@V—K, vt qv) :=sQ,v). 
Sie heiBt die zu s geh6rige quadratische Form. Da s bilinear ist, folgt 
q(av) = A’q(v) 


fiir A € K. Ist insbesondere V = K” und s durch eine symmetrische Matrix 
A = (a;;) gegeben, so ist 


n n 
q(x, eeey x) = AjjXjXj = AjjiX; a5 Heb oa oer ; 
(Ai =I! 


l<i<j<n 
das ist ein homogenes quadratisches Polynom in den Unbestimmten 
Xj, 2-25 Xe 
Es ist nicht selbstverstandlich, da man die urspriingliche Form s aus q re- 
konstruieren kann. Diesen Kniff nennt man 


Polarisierung. /st char(K) + 2, so gilt fiir jede symmetrische Bilinearform s 
und die zugeh6rige quadratische Form q auf V 


s(v, w) = 4 (q(v + w) — q(v) — q(w)) . 


Das rechnet man ohne Schwierigkeit nach. Oo 


5.4.5. Fiir die Langenmessung im C” benotigt man die komplexe Konjugation, 
das ist eine Abbildung 
C-C, zrz, 
die ein K6rperhomomorphismus ist, und die zweimal angewandt die Identitat 
ist. 
Ist V ein komplexer Vektorraum, so heiBt eine Abbildung F: V — V semi- 
linear (d.h. halb oder halbwegs linear), wenn 


278 5 Euklidische und unitaére Vektorraume 


F(u+w) = F(v)+ F(w) und F(Av) =AF(v) 
fiir v, w € V und) € C. Entsprechend nennt man eine Abbildung 
s;sVxV>C 


sesquilinear (d.h. 1}-fach linear), wenn s im ersten Argument linear und im 
zweiten Argument semilinear ist, d.h. 


Bl s(v+vu’,w) =s(v, w)+s(v’,w), s(Av, w) =As(v, w), 
B2 s(v,w+w’) =s(v, w)+s(v,w), s(v,Aw) =As(v, w), 
und hermitesch, wenn zusatzlich 

H sw, v) = s(v, w). 


Dabei ist jeweils v, v’, w, w’ € V unddA é€ C. Standardbeispiel dafiir ist das 
kanonische Skalarprodukt im C”. 

Wie eine Bilinearform kann man auch eine Sesquilinearform durch eine Ma- 
trix beschreiben, indem man an der richtigen Stelle einen Querstrich einfiigt. 
Wir notieren nur die Ergebnisse: Ist A Basis von V und 

A= M,(s) = (s(v;, vj), v=P4(x) und w= y4(y), 
so ist 
S(U;W) = VAys 
Ist B eine weitere Basis, B = Mz(s) und T = Ta , so hat man die Transforma- 
tionsformel a 
BAT 
Weiter ist die Sesquilinearform s genau dann hermitesch, wenn die Matrix 
A = M,(s) hermitesch ist, d.h. 


'A=A. 
SchlieBlich hat man auch im Komplexen eine Polarisierung 


s(v, w) =} (q(v + w) — q(v — w) + ig(v + iw) — ig(v — iw)) . 


5.4.6. Symmetrische Bilinearformen oder hermitesche Formen sind viel allge- 
meiner als die Standardbeispiele aus 5.1 und 5.3, denn zum Beispiel die Null- 
abbildung s (d.h. s(v, w) = 0 fiir alle v, w) erfiillt trivialerweise all die ange- 
gebenen Bedingungen. Zur Formulierung einer starken Qualitatsbedingung be- 
schranken wir uns auf den reellen und komplexen Fall. Dazu ist es vorteilhaft, 
den Buchstaben K fiir 

K=R oder K=C 


zu verwenden. Sei also V ein K-Vektorraum und 
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ssVxVoK 


eine symmetrische Bilinearform (bzw. hermitesche Form). Dann hei8t s positiv 
definit, wenn 
s(v,v) >0  fiirjedes v € V mitv £0. 
Man beachte dabei, da8 auch im hermiteschen Fall s(v, v) € R ist. 
Eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix A hei®t positiv definit, wenn 


'xAx >0 fiir jeden Spaltenvektor x 4 0 aus K" 
In 5.7.3 geben wir relativ leicht nachpriifbare Bedingungen dafiir an. 


Vorsicht! Es kann 

5(v;, v;) > 0 
fiir alle Vektoren v; einer Basis sein, ohne da8 s positiv definit ist. Man betrachte 
als Beispiel 


s:R?xR?>R, (%1,%2, yt, y2) X11 — X22, 


und tiberlege sich, welches Vorzeichen s(v, v) in Abhangigkeit von v hat. 

Zur Abkiirzung nennt man eine positiv definite symmetrische Bilinearform 
bzw. hermitesche Form ein Skalarprodukt und einen reellen bzw. komplexen 
Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt einen euklidischen bzw. uni- 
tdren Vektorraum. 

In den folgenden Abschnitten wird sich zeigen, wie sich diese zusatzliche 
Struktur benutzen 148t, um neue Ergebnisse tiber die Diagonalisierung zu be- 
weisen. 

Die Standardréume R” bzw. C” haben neben der natiirlichen Vektorraum- 
struktur auch eine natiirliche euklidische bzw. unitare Struktur in sich (vgl. 5.1 
und 5.3). Man kann sich also fragen, was die vielen abstrakten Begriffe ntitzen. 
Eine Rechtfertigung besteht darin, da die abstrakten Bedingungen oft einfa- 
cher zu handhaben und zu verstehen sind, als wenn man immer nur mit n-Tupeln 
von Zahlen rechnet. So wie im Wald, den man oft wegen der vielen Baume nicht 
sieht. 


5.4.7. Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). 
Wir definieren eine Norm 

lvl] = V(v, v). 
Um zu zeigen, da8 sie die Eigenschaften einer Norm aus 5.1.2 hat, ben6tigt man 
wieder die 
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Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ. Ist V ein euklidischer bzw. unitdrer 
Vektorraum, so gilt fiir alle v, w € V 


\(v, w)| < lull: llwil, 
und die Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind. 
Beweis. Fir alle A, uw € K gilt 
0 < (Av+ pw, Av + pw) =AA(v, v) + ww, w) + Apu, w) + pA(w, v). 


Ist w ~ 0, so kann man A := (w, w) > O einsetzen und durch A dividieren, 
also ist Vaart 
0 < (vu, v)(w, w) + wa + Lv, Ww) + Ww, v). 


Setzt man weiter jz := —(v, w), so folgt 
0 < (v, v)(w, w) — (v, w)(v, w) = |lvll? = Iwi]? — [(v, w))?. 


Durch Wurzelziehen folgt die Ungleichung, falls w 4 0. Fiir w = 0 lautet sie 
OO: 
Um festzustellen, wann die Gleichung 


I(v, w)| = flv] - wil (*) 
gilt, konnen wir wieder w 4 0 annehmen. Ist v = a@ - w, so ist 
I(v, w)| = lal - (w, w) = |a|- |w]- lw] = lla- wl] - wl, 
also folgt (x). Ist (*) erfiillt, so folgt mit A und jz wie oben 
0O= (Av+pmw,Av+pmw), alsodAvu+uw=0. Oo 


Der obige Beweis benutzt nur die abstrakten Eigenschaften des Skalarproduktes 
und ist einfacher als der in 5.1.3 gegebene. Dafiir konnten wir dort die Differenz 
der Quadrate der beiden Seiten von CAUCHY-SCHWARZ explizit als Summe 
von Quadraten darstellen, was zum Beispiel in 5.2.2 niitzlich gewesen war. 

Als Folgerung aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung erhalten wir, 
dafi in einem euklidischen oder unitaéren Vektorraum die oben definierte Norm 
und die daraus erhaltene Metrik 


d(v, w) := ||w — vl 


die in 5.1.2 angegebenen Eigenschaften haben. Die Beweise verlaufen wie dort. 
Man beachte, daB umgekehrt auf einem K-Vektorraum nicht jede Metrik wie 
oben aus einer Norm und nicht jede Norm aus einem Skalarprodukt entsteht 
(vgl. Aufgabe 4). 
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5.4.8. In einem euklidischen Vektorraum kann man wie in 5.1.4 mit Hilfe der 
CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung eine Winkelmessung erklaren. Im fol- 
genden sind wir in erster Linie daran interessiert, wann zwei Vektoren senkrecht 
stehen. Das kann man auch im komplexen Fall erklaren. 


Definition. Sei V ein euklidischer bzw. unitaérer Vektorraum. 
a) Zwei Vektoren v, w € V heifen orthogonal, in Zeichen 
DALY ares (51) ie 
b) Zwei Untervektorraume U, W Cc V heif®en orthogonal, in Zeichen 
ULW:sutw firalleuecUundallewew. 


c) Ist U C V ein Untervektorraum, so definiert man sein orthogonales Kom- 


plement if 
Umea ie Vz vu Liu.,firalleueU} . 


Das ist wieder ein Untervektorraum. 
R? wi 4 


Bild 5.8 


d) Eine Familie (v,,..., v,) in V hei8t orthogonal, wenn 
v; lv; firialle: #'j. 
Sie heiBt orthonormal, falls zusatzlich 
Ju;|| = 1 fiir allez , 
und Orthonormalbasis, falls sie auch eine Basis ist, d.h. eine Basis mit 
(SO) nse 
e) IstV =V, @... ® Vj, so heiBt die direkte Summe orthogonal, in Zeichen 
VeeeVed)--.QVy, falls V, 1 V, firallei # j. 


Bemerkung 1. Jst (v,,..., Un) eine orthogonale Familie in V und v; # 0 fiir 
alle i, so gilt: 
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a) Die Familie (01), ..., O@nUn) mit o; += ||v;\|~! ist orthonormal. 
b) (v4, ..-, Un) ist linear unabhdngig. 
Beweis. a) Aus ‘ 
(aj Uj, &jVj) = aj; (V;, V;) 
folgt fiir i # j, da8 die Vektoren orthogonal sind, und fiiri = j gilt wegen 
Qa € R & 2 2 
(Q;U;, Oj V;) = O06; (U;, V;) = a; lull" = 1. 
b) Multipliziert man die Gleichung 
AV, +... + AnUp ==A() 
von rechts skalar mit v;, so folgt A; (v;, v;) = 0, also A; = 0, da (v;, v;) # 0. Das 


entspricht ganz der Vorstellung, da8 ein senkrecht stehender Vektor unabhangig 
ist. O 


Eine ganz einfache, aber wichtige Eigenschaft einer Orthonormalbasis ist die 
folgende: 


Bemerkung 2. Sei (v;, ..., U,) eine Orthonormalbasis von V und v € V be- 
liebig. Setzt man 
Aji :=(v,u;), soist v=Ayvy +... +AnqU,. 

Beweis. Die i; sind eindeutig bestimmt, also geniigt es, die rechte Seite skalar 
mit v; zu multiplizieren: 

(v, Uj) = Ay(U1, Vi) +... +An(Un, Vi) = Aj - QO 
5.4.9. Im R” oder C” mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die kanonische 
Basis orthonormal. Wenn eine gewisse geometrische Situation vorgegeben ist, 
kann es niitzlich sein, eine Orthonormalbasis daran anzupassen. Das fihrt zu 


der Frage, wie viele Moglichkeiten es gibt, eine Orthonormalbasis zu finden. 
Eine konstruktive Antwort gibt der auf E. SCHMIDT zuriickgehende 


Orthonormalisierungssatz. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. 
unitdrer Vektorraum und W C V ein Untervektorraum mit Orthonormalbasis 
(W|,..., Wm). Dann gibt es eine Ergdnzung zu einer Orthonormalbasis 


(GU pomp ere recA Clic, von V . 
Da der Fall W = 0 erlaubt ist, folgt sofort das 


Korollar 1. Jeder endlichdimensionale euklidische bzw. unittre Vektorraum be- 
sitzt eine Orthonormalbasis. O 


5.4 Bilinearformen und Sesquilinearformen 283 


Die nach der Aussage des Satzes existierenden Vektoren w,,,),..., W, stehen 
senkrecht auf W, also ist 


W = span (41,2. -ws) CW. 
Ist umgekehrt 
W = AW +... FAmWm + Am+IWmt1 +... + AnWn € Wt, 
so folgt durch skalare Multiplikation dieser Gleichung von rechts mit w; 
C= uty) — ye er iS 
also w € W’, und insgesamt 
W+ = span (Wm41, +++, Wn) - 
Insbesondere folgt mit Hilfe von 1.6.3 und der Notation aus 5.4.8 das 


Korollar 2. Ist W Untervektorraum eines euklidischen bzw. unitdren Vektor- 
raumes V, so gilt 


V=WQW- und dimV =dimW +dimw+. o 
Beweis des Orthonormalisierungssatzes. Ist W = V, so ist nichts mehr zu tun. 
Andernfalls gibt es einen Vektor v € V \ W, und wir definieren 
v = (vu, W))w; aren gar (v, Wn) Wm . 


Dies nennt man die senkrechte Projektion von v auf W, denn setzt man 


wi=v-—v, soist wlW. 


(v, w,)w, 
Bild 5.9 


Dazu geniigt es zu zeigen, dai w 1 w; fiiri = 1,...,m, und das folgt aus 


(w, wi) = (v, wi) i (v, w;) = (v, wi) =~ (v, wi) =0, 
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da (w;, w;) = 4;;. Bis auf die Lange ist w schon fiir die Erganzung der Basis 
geeignet, wir setzen 


1 
Wnt) = ——- Ww 
mu Iw 
Nun hat W’ := span (wy ,..., Wm+1) eine Orthonormalbasis (w), ..., Wm+1), 
und es ist dimW’ = m + 1. Indem man das obige Verfahren so oft wie notig 
wiederholt, erhalt man schlieBlich die gewitinschte Erganzung. Oo 
Fiir die praktische Rechnung erganzt man die Basis von W durch v,,41,..., Un 


zu einer Basis von V und berechnet w,,,, durch Orthonormalisieren von v,,.+| 
wie oben. Da aus der Konstruktion folgt, daB 
Um42 ¢ Span (w, sey Wm, Wm+1) = Span (w, s++y Wms Um+1) ’ 


kann man mit v,,42 fortfahren. Im letzten Schritt orthonormiert man v, (vgl. 
Aufgabe 8). 


Aufgaben zu 5.4 


1. Sei K ein Korper mit char K 4 2 und V ein K-Vektorraum. Zeige, daB sich jede 
Bilinearform auf V in eindeutiger Weise als Summe einer symmetrischen und einer 
schiefsymmetrischen Bilinearform darstellen 1aBt. 


2. Sei V ein 3-dimensionaler R-Vektorraum, A = (v}, v2, v3) eine Basis von V und s 
eine Bilinearform auf V mit 

lp il 

MAG) =e ia 

Op nel 
Zeige, daB B = (v; + v2, v2 + v3, v2) eine Basis von V ist, und berechne Mz(s). 
3. Gegeben seien F,G € Hom(R?,R) mit F(x;, x2, x3) = ajx; + apx2 + a3x3, 
G(x), X2, x3) = by x; +b2x2+b3x3. Zeige, dab s: R°xR? > R, (x, y) + F(x)-G(Qy) 


eine Bilinearform ist, und bestimme die Matrix von s beziiglich der kanonischen Basis 
des R?. 


4. Zeige, da fiir einen R-Vektorraum V der folgende Zusammenhang zwischen Nor- 
men und Skalarprodukten gilt: 


a) Ist ( , ) ein Skalarprodukt auf V mit zugehdriger Norm ||v|| = ./(v, v), so gilt die 
Parallelogramm-Gleichung 
lu + whl? + [lv — wil? = 2Iul]? + lw. 
b)* Ist umgekehrt || || eine Norm auf V, die die Parallelogrammgleichung erfiillt, so 
existiert ein Skalarprodukt ( , ) auf V mit ||v|] = /(v, v). 
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5. Wir wollen zeigen, da’ auf einem R-Vektorraum nicht jede Metrik aus einer Norm 
und nicht jede Norm aus einem Skalarprodukt entsteht. (Zur Erinnerung: Eine Norm 
auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung V > R, mit den Eigenschaften N1, N2, 
N3 aus 5.1.2, eine Metrik auf V ist eine Abbildung V x V > R, mit den Eigenschaften 
D1, D2, D3 aus 5.1.2.) 


a) Zeige, daB fiir n > 2 auf dem R” durch ||x|| := max{|x;|:1 < i < n} eine Norm 
definiert ist, fiir die kein Skalarprodukt ( , ) auf R” existiert mit ||x|| = /(x, x). 


b) Sei V = C(R; R) der Vektorraum der stetigen Funktionen, und fiirk € N, f € V 
sei || f lk := max{| f(x)|:x € [—k, k]}. Zeige, da® durch 


co 
er la) Winkel dV 
Gia) a= pl Sees 
2 1+ If — lle 
eine Metrik auf V definiert ist, fiir die keine Norm || ||: V > R, existiert, so daB 
lf —sll=4(f, 8). 
6. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ) und (vj, ..., v;) 


eine orthonormale Familie in V. Beweise, daB die folgenden Bedingungen dquivalent 
sind: 


i) (vj,..., U,) ist eine Basis von V. 


ii) Ist v € V, so folgt aus (v, v;) = 0 fiir alle 7, daB v = O ist. 


ili) Ist v € V, so gilt: vu = D°(v, v;) - vj. 


i=l 


(v, vj) + (Uj, W). 


Mn 


iv) Fiir alle v, w € V gilt: (v, w) = 


v) Fiiralle v € V gilt: |u|]? = >> |(v, v;)|?. 
i=! 


7. Sey b= Gv2, cos x, Sinx, cos 2x, sin2x,...) und 

W = spanB Cc C((0, 27]; R) = V 
(vgl. mit dem Vektorraum der trigonometrischen Polynome in Aufgabe 4 zu 1.4). Zei- 
ge: 


2n 

a) Durch (f, g) := 4 { f(@&)g(x) dx ist ein Skalarprodukt auf V definiert. 
0 

b) B ist eine Orthonormalbasis (bzgl. ( , )) von W. 


n 
Cl IstepGo ee 2/2 + > (a coskx + by sinkx) € W, so gilt a, = (f,coskx), 
k=1 
by = (f, sinkx). Fiir f € V heiBen die Zahlen 
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a = (f,coskx), KE NN {0}, by = (f,sinlx), le N~ {0}, 
die FOURIERKoeffizienten von f. 


d)* Ist f € V und sind a,x, by die Fourierkoeffizienten von f, so gilt die Ungleichung 
von BESSEL: 


” a ee 2 
IFIP > > + DiGi +e). 
k=1 


e)* Sind f, g € V sttickweise stetig differenzierbar, und sind ay, by die Fourierkoef- 
fizienten von f und a;, b, die Fourierkoeffizienten von g, so gilt die Formel von 
PARSEVAL: 


4p os , , 
(f.8) =—— + ) Ga + obj). 
- k=1 
8. Bestimme mit dem Schmidtschen Verfahren eine Orthonormalbasis des folgenden 
Untervektorraums des R°: 


l 1 1 2 
0 0 1 1 
span OFS es Mi bore (iad. 
0 0 0 2 
0 0 2 3 


9. Gegeben sei auf V = span (1, t, 17, f°) C R{t] das Skalarprodukt 


1 
s(f. 8) = / f(g(t) dt. 
-1 


a) Bestimme die Matrix von s beziiglich der Basis (1, t, PAP 


b) Bestimme eine Orthonormalbasis von V. 


10.* Ein symplektischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum V mit einer schiefsymmetri- 
schen Bilinearform @, die nicht-entartet ist (d.h. daB aus w(v, w) = 0 fiir alle w € V 
stets v = 0 folgt). Eine Basis (v),..., Un, W1,--., Wn) von V hei®t DARBOUX-Basis, 
wenn gilt: @(u;, vj) = @(w;, w;) = Ound w(v;, w;) = 4;; fiir alle i, j. Zeige, daB 
jeder endlichdimensionale symplektische Vektorraum eine Darboux-Basis besitzt (und 
damit insbesondere gerade Dimension hat). 
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5.5 Orthogonale und unitére Endomorphismen 


Besonders wichtig sind die Abbildungen, die Abstande und Winkel erhalten. Es wird 
sich zeigen, daB sie geometrische Eigenschaften haben, die anschaulich gar nicht offen- 
sichtlich sind. Bei den grundlegenden Begriffen kann man den reellen und komplexen 
Fall gemeinsam behandeln, erst anschlieBend werden Unterschiede und interessante 
Beziehungen zwischen beiden Fallen sichtbar. Wie bisher setzen wir stets stillschwei- 
gend voraus, daf alle auftretenden Vektorraéume endlichdimensional sind. 


5.5.1. Fiir eine Abbildung, die Abstiinde erhalten soll, verlangen wir zundchst 
scheinbar etwas mehr. 
Definition. Sei V ein euklidischer bzw. unitaérer Vektorraum und F ein Endo- 
morphismus von V. Dann heiBt F orthogonal bzw. unitér, wenn 

(F(v), F(w)) = (v, w)  fiirallev,weV. 


Bemerkung. Ein orthogonales bzw. unitiires F € End (V) hat folgende weite- 
ren Eigenschaften: 


a) ||F(v)|| = |lul| fiirallev eV. 
bu lLws= F(v) L F(w). 
c) F ist Isomorphismus und F~' ist orthogonal bzw. unitédr. 


d) Ist € K Eigenwert von F, so ist |A| = 1. 


Beweis. a) und b) sind klar. Aus a) folgt, daB F' injektiv ist, daher folgt c) aus 
2.2.4. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, so ist 


ull = VF C@)I| = Avil = lA] - lull, also. [A] = 1 wegen |lu|| #0. 0 


Man nennt orthogonale bzw. unitare Abbildungen oft auch Jsometrien, d.h. Ab- 
bildungen, die Abstinde erhalten. Das ist gerechtfertigt durch das folgende 


Lemma. /st F € End(V) mit || F(v)|| = ||v|| fiuiralle v € V, so ist F ortho- 
gonal bzw. unitdr. 


Beweis. Aus der Invarianz der Norm folgt die Invarianz der zum Skalarprodukt 
gehorigen quadratischen Form. Aus den Polarisierungsgleichungen in 5.4.4 und 
5.4.5 folgt daher die Invarianz des Skalarproduktes. Oo 


Vorsicht! Ist F orthogonal, so erhalt F auch Winkel, insbesondere rechte Win- 
kel. Aus der Definition des Winkels in 5.1.4 sieht man, da8 fiir 0 4 @ € JR auch 
die Abbildung g - F Winkel erhalt. Fiir |g| 4 1 ist sie aber nicht mehr ortho- 
gonal im Sinne der Definition. Diese allgemein tibliche Bezeichnungsweise ist 
also etwas irrefiihrend. 
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5.5.2. Im R” und C” mit dem kanonischen Skalarprodukt sind Endomorphis- 
men durch Matrizen beschrieben. Fiir die Abbildung A: K” — K” bedeutet 
orthogonal bzw. unitar dann 


'xy ='(Ax)Ay ='x('AA)y  firalle x, y, 
also ‘AA = E,, d.h. A~! = ‘A. Das erklart die 
Definition. Eine Matrix A € GL (n; R) heift orthogonal, falls 


A!'='A 
und entsprechend heiSt A € GL (n; C) unitdr, falls 
ATGENA . 


Fiir eine unitare Matrix A folgt aus A - ‘A = E, 
| det Al? = det A - det A = det A - det‘A = det(A-‘A) =detE, =1, 
da8 |det A| = 1. Entsprechend ist fiir eine orthogonale Matrix detA = +1. 


Man nennt A eigentlich orthogonal, wenn detA = +1. Das bedeutet nach 
3.4.2, daB A orientierungstreu ist. Die Mengen 

O(n) := {A €GL(n;R): At = ‘A} , (orthogonale Gruppe) 
SO(n) := {A € O(n): detA=1} und (spezielle orthogonale Gruppe) 
Un = {A €GL(n;C): A = ‘A} (unitdre Gruppe) 


der orthogonalen, eigentlich orthogonalen und unitaéren Matrizen sind Unter- 
gruppen von GL (n; R) bzw. GL (n; C). Wir zeigen das fir U(n). Sind A, B 
unitar, so ist 


(AB)! = BA"! ='BA ="(AB) und (A') =A='(A-), 
also sind AB und A“! unitar. 
Bemerkung. Fiir A « M(n x n; K) sind folgende Bedingungen gleichwertig: 
i) A ist orthogonal bzw. unitar. 
ii) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis von K". 


itt) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis von K". 


Beweis. ii) bedeutet ‘AA = E,, d.h. ‘AA = E,, und iii) bedeutet A - ‘A = E,.0 


5.5.3. Der Ubergang von den allgemeinen Raumen und Endomorphismen zu 
Standardraumen und Matrizen geschieht nach der folgenden Regel. 
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Satz. Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum mit einer Orthonormal- 
basis B und F ein Endomorphismus von V. Dann gilt: 


F orthogonal (bzw. unitdr) < Mz(F) orthogonal (bzw. unitér). 
Beweis. Sei A := Mg(F) € M(n x n; RK), und fiir v, w € V seien x, y die 
Koordinaten, d.h. v = ®g(x) und w = ®z(y). Da B orthonormal ist, folgt 

(v, w) = ‘xy, 
wobei x und y Spaltenvektoren im K” sind. Da8 F orthogonal bzw. unitar ist, 


bedeutet dann — 93 7 
"Ag yAy="xy, also *AA=E, . QO 


5.5.4. Als interessante Beispiele wollen wir die orthogonalen Abbildungen des 
R’ fiir kleine n genauer ansehen. 
a) Der Fall n = 1 ist unergiebig, es gibt nur die Méglichkeiten 
LXG3)) Sen ee 
b) Fur n = 2 geniigt es, die orthogonalen (2 x 2)-Matrizen anzugeben. 


Lemma. /st A € O(2), so gibt es eina € [0, 27[, so dap 
cosa —sina cos a sina 
A= ; Ong b= . 
sina cosa sina —cosa 
Im ersten Fall ist A € SO(2), die Abbildung ist eine Drehung. Im zweiten Fall 
ist det A = —1, die Abbildung ist eine Spiegelung an einer Geraden (vgl. 4.1.1). 


Vom Standpunkt der Topologie hat die Gruppe O(2) zwei Zusammenhangs- 
komponenten, jede ist hom6omorph zu einer Kreislinie (vgl. 3.4.4). 


Beweis. Ist A € O(2), so mu8 ‘A - A = E) sein. Ist 


ae 
Av ; 
so folgt 


lace ieee eda. Undue 3..ac4-bd = 0. 
Wegen 1. und 2. gibt es a, a’ € [0, 27[, so daB 

@=cosa, b=sna, c=sined, d=cosa. 
Nach 3. ist 0 = cosa@ - sina’ + sina - cosa’ = sin(a +a’). Also ist a + a’ ent- 
weder ein geradzahliges oder ein ungeradzahliges Vielfaches von 2. Deshalb 
ist entweder 
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= sina’ =—sina und d=cosa’=cosa oder 
= sina’=sina und d-=cosa’ =—cosa. oO 


Wir erinnern daran, was schon in 4.2.4 tiber die Eigenwerte einer Matrix 
A € O(2) bewiesen wurde: 

Ist det A = +1, so gibt es nur im Fall a = 0 oder a = m Eigenwerte. 

Ist det A = —1, so gibt es Eigenwerte +1 und —1, und die zugehdrigen Ei- 
genvektoren stehen senkrecht aufeinander. 
c) Ist F: R* > R? orthogonal, so betrachten wir das charakteristische Polynom 
Pr. Es hat den Grad 3, also nach dem Zwischenwertsatz der Analysis minde- 
stens eine reelle Nullstelle. Also hat F einen Eigenwert 4,, und nach 5.5.1 ist 
4, = £1. Sei w, € R* ein Eigenvektor dazu, wir kénnen ||w;|| = 1 anneh- 
men. Nach 5.4.9 konnen wir ihn zu einer Orthonormalbasis Bb = (wy, w2, w3) 
erganzen. Bezeichnet W C R° die von w2 und w3 aufgespannte Ebene, so folgt 
aus der Bemerkung in 5.5.1, dai F(W) = W. Also ist 


A, 0 0 


Mz(F) =| 0 =: A, 


und aus 5.5.3 folgt A’ € O(2). Weiter ist det A = A, - det A’. Nun sind Fallun- 
terscheidungen notig. 


Sei det F = det A = +1. Ist A; = —1, so mu8 det A’ = —1 sein. Daher kann 
man wy, und w3 als Eigenvektoren zu den Eigenwerten A2 = +1 und A3 = —1 
wahlen, d.h. 

-1 0 O 
A= OL 1 Oo 
00 -!l 


Ist 4} = +1, so mu8 auch det A’ = +1 sein, also gibt es eina € [0, 27[, so 


daB 
.0 0 


A=] 0 cosa —sina 
QO sina COs @ 


Ist det F = —1,so gibtes bei geeigneter Wahl von w2 und w; fiir A die Moglich- 


keiten 
Om a0 —1 0 0 


Ona 0 und 0 cosa —sina 


00 -!1l QO sina cos a@ 
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Man tiberlege sich, was das geometrisch bedeutet. Als Anwendung fiir das tagli- 
che Leben notieren wir den 


Satz vom Fufball. Bei jedem Fufballspiel, in dem nur ein Ball benutzt wird, 
gibt es zwei Punkte auf der Oberfldche des Balles, die sich zu Beginn der ersten 
und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem Anstofpunkt liegt) an 
der gleichen Stelle im umgebenden Raum befinden. 


Beweis. Im Fall det F = +1 gibt es stets einen Eigenwert +1. Oo 


Diese Aussage ist zur Abwechslung leichter zu beweisen als anschaulich zu ver- 
stehen. 


5.5.5. Bevor wir eine Normalform fiir beliebig groBe orthogonale Matrizen an- 
geben, behandeln wir den unitaren Fall, weil er einfacher ist. 


Theorem. Jeder unitdre Endomorphismus F eines unitéiren Vektorraumes be- 
sitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F.. Insbesondere ist er dia- 
gonalisierbar. 


Ubersetzt in den Matrizenkalkiil erhalt man: 
Korollar. Zu A € U(n) gibt es ein S € U(n) mit 

Ay 0 

o-A Sx ie 

0 An 
wobei d; € C mit |A;| = 1 firi = 1,...,n. 
Beweis des Korollars. Als Spalten von S verwendet man eine Basis des C’, die 
aus Eigenvektoren von A besteht. =) 
Beweis des Theorems. Wir fiihren Induktion tibern = dimV. Firn = 0 ist 
nichts zu beweisen. Sei also n > | und 

Cae... (F—A,) mit Aji:.275A, €€ 

die nach dem Fundamentalsatz der Algebra (1.3.9) existierende Linearfaktor- 
zerlegung des charakteristischen Polynoms von F’. Zum Eigenwert 4, wahlen 


wir einen Eigenvektor v, mit ||v, || = 1. Wir betrachten das orthogonale Kom- 
plement zur Geraden Cw, d.h. 


W :={weV: (v;, w) =0}. 
Die entscheidende Tatsache ist nun, da8 F(W) = W gilt, d.h. daB W ein inva- 


rianter Unterraum ist. Da F ein Isomorphismus ist, geniigt es F(W) C W zu 
beweisen. Wegen |A;| = 1 ist insbesondere A, 4 0, also folgt aus 
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Ai(u1, F(w)) = ivr, F(w)) = (F(ui), Fw)) = (vi, w) = 0, 
daB (F(w), v;) =O und somit F(W) Cc W. 
Nun betrachten wir den Endomorphismus G := F|W von W. Als Einschran- 
kung von F ist er wieder unitar, und wegen dimW =n — 1 (vgl. 5.4.9) konnen 
wir auf G die Induktionsannahme anwenden. Danach gibt es eine Orthonormal- 


basis (v2, ..., U,) von W, bestehend aus Eigenvektoren von G und damit auch 
von F. Die Basis (vj, v2, ..., Un) ist orthonormal und besteht aus Eigenvekto- 
ren von F. i) 


Wie man eine derartige Orthonormalbasis konkret ausrechnen kann, wird in 
5.6.3 erlautert. 


5.5.6. Das in 5.5.5 fiir unitare Abbildungen im Komplexen bewiesene Theorem 
ist fiir orthogonale Abbildungen im Reellen falsch, wie wir schon im Fall der 
Ebene R? gesehen hatten. Erfreulicherweise 148t sich der allgemeine Fall darauf 
zurlickfiihren. 


Theorem. Ist F ein orthogonaler Endomorphismus eines euklidischen Vektor- 
raumes V, so gibt es in V eine Orthonormalbasis B derart, dag 
+1 


Mp(F) = pe 


“a 


Wober fur ji la K 


(ae — sind; : 

A= €SO(2) mit 0; €[0,22[, aberd; 40,7. 
Sind;  cosv; 

F ist also charakterisiert durch die Anzahlen r und s der Eigenwerte +1 und 
—1 sowie der Winkel 3), ..., 3, wobei r + 5s + 2k = dim V. Die orthogonale 
Matrix heift in Normalform. 

Wir werden dafiir zwei etwas unterschiedliche Beweise geben und tiberlas- 
sen dem Leser die Entscheidung, welchen er als schéner (oder wenigstens als 
kleineres Ubel) empfindet. 

Beim ersten Beweis wird F komplexifiziert und dann Theorem 5.5.5 ange- 
wandt. Das geht am einfachsten in der Sprache der Matrizen (vgl. auch 6.3.3, 
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Beispiel b): Wir wahlen irgendeine Orthonormalbasis A in V, dann ist A := 
M,(F) nach 5.5.3 orthogonal und als reelle Matrix auch unitar. Also ist der 
Endomorphismus 

A: C’>C", zr Az, 
unitar. Da das charakteristische Polynom P,(t) reelle Koeffizienten hat, gilt 
nach 1.3.10 


Pa(t) = £(¢ — 1) @ + YC — AE - An) +... GC -ADE— Ae), 
Bee re 2 2 2 
CC) = 1 — 200-105 +87), 
wenn A; = a; +18; = cos#; +1isin¥;. Nach Voraussetzung ist B; #4 0. Wir 
betrachten im C” die nach 5.5.5 existierende Orthonormalbasis B aus Eigen- 
vektoren. Da A reell ist, liegen die in 6 enthaltenen Eigenvektoren 
Vj,-.--,U, zum Eigenwert +1 und 
W),...,W, zum Eigenwert —1 
im R” und sind auch dort orthonormal. Ist z € C” ein Eigenvektor aus B zu 
einem nicht reellen A, so gilt 
AveAL =z = iz, 
weil A reell ist. Also ist z Eigenvektor zu i, und man kann den Rest von B so 


anordnen: 
Litem ce zuiden BigenwertenA(,...,A7, 


Zieeepce zudem bigenwerten Ay,).. +A, 
Aus jedem solchen Paar z, Z von Eigenvektoren zu A und X konstruieren wir 


nun einen reellen 2-dimensionalen unter A invarianten Unterraum W C R”. 


Sei dazu 
Z=x+iy mit x,yeER’. 


Wir behaupten, da8 x und y orthogonal und ungleich null sind. Da z und z einer 
Orthonormalbasis entnommen sind, folgt 


We 2) = (x ay, x — 1y) = (x, x) — (y, y) + 2i(x, y) 


und 
Re (zecp = (et iy xb iy) =x, x) + (y, y). 


Also ist (x, x) = (y, y) = 5 und (x, y) = O. Jeder der so erhaltenen k Un- 


terraume 
W := span (x, y) C R"” 


ist A-invariant: Aus A =a +if,x = F(z Oa wv= £(z — Z) folgt 
Ax = 4(Az + AZ) = $(Az +AZ) = reaz = ax — By, 
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Ay = 4(Az — AZ) = (Az — AZ) = imAz = Bx +ay. 
Nun wird die orthogonale Basis von W normalisiert: 
x*:=J2-x, yrre—vV2-y. 


Beziiglich der Orthonormalbasis (x*, y*) von W wird dann A|W beschrieben 
durch die wegen |A| = 1 eigentlich orthogonale Matrix 


a —B cost —sinvd 
Bo a sind cost }— 
W ist enthalten im komplexen 2-dimensionalen Unterraum 
W := span (z,z) CC", 
und die zu den k Paaren gehorenden Unterraume 
Wi, ..., We 
sind paarweise orthogonal. Damit haben wir eine Orthonormalbasis 
B= (vy, 2 pups Wy, PL  WE, AT Vive 5 ee ee 
gefunden, beziiglich der die Abbildung 
A: R’ > R" 
durch eine Matrix wie im Theorem angegeben beschrieben wird. Nun mu8 man 
nur noch B* mit Hilfe des Koordinatenystems 
Dy: R’ > V 
nach V transportieren, das ergibt die gesuchte Basis B von V. 

Beim zweiten Beweis mu man viel weniger rechnen. Wie wir im ersten Be- 
weis gesehen hatten, besteht die wesentliche Schwierigkeit darin, die zweidi- 
mensionalen invarianten Unterraume von F zu finden. Das geht auch mit Hilfe 
des Satzes von CAYLEY-HAMILTON, was einen Beweis des Theorems durch 
Induktion tiber n = dimV ganz analog zu 5.5.5 erm6glicht. 


Fir n = 0 ist nichts zu beweisen, sei alson > 1. Nach 4.5.4 gibt es einen 
Unterraum W Cc V mit 


1<dimW <2 und F(W)=W, 


denn eine orthogonale Abbildung ist injektiv. Insbesondere ist F~' wieder or- 
thogonal. Also ist fiir w € W undv € Wt 


(F(v), w) = (F-' (F(v)), F7'(w)) = (v, F'(@w)) =0, 


und es folgt F(W+) = W+. Damit haben wir F zerlegt in zwei orthogonale 
Abbildungen 
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G:=FiW:W—>W und A:=F|Wt: Wt>w?e. 


Da dimW+ < n, konnen wir auf H die Induktionsvoraussetzung anwenden 
und erhalten eine Basis B’ von W+ der gewiinschten Art. 

Ist dimW = 1, so gibt es einen Eigenvektor v € W mit ||v|| = 1 zu einem 
Eigenwert +1. Erganzt man 3’ an passender Stelle durch v zu B, so hat diese 
Basis von V die gewiinschten Eigenschaften. 

Im Fall dimW = 2 gibt es eine Orthonormalbasis (v;, v2) von W, beziiglich 
der G beschrieben wird durch eine Matrix der Form 


=e) cost —sinvd : 
oder mitd £0,7. 
LO) bp azall sinv cosv? 
Indem man v, und v2 an passenden Stellen in B’ einfiigt, erhalt man wieder die 
gewiinschte Basis 6 von V. oO 


Aufgaben zu 5.5 
1. Zeige, daB fiir F € O(3) gilt: F(x) x F(y) = (det F) - F(x x y). 
2. Ist V ein euklidischer Vektorraum und F € End(V), so heif&t F winkeltreu, falls F 
injektiv ist und 
4£(v,w) = &(F(v), F(w)) _ fir alle v, w € V ~ {0}. 

Zeige, daB F winkeltreu ist genau dann, wenn ein orthogonales G € End(V) und ein 
A € RX {0} existieren mit F = 2-G. 
3. Sei z = x+iy € C”, wobei x, y € R”. Zeige: 

x und y sind linear unabhangig tiber R < z und Z sind linear unabhangig tiber C . 


4. Bestimme fiir die Matrix 


66 -18/6 10/18 
A=— 6/6 Tk at Sucl ke 
2144/18" 95/125, 460 


eine Matrix § € U(3), so daB ‘SAS Diagonalgestalt hat und eine Matrix T € O(3), so 


daB 
140 0 


'TAT =] 0 cosa —sina 
O sinw cosa 
fiir ein a € (0, 27[. 


5. Sei € S, eine Permutation und die lineare Abbildung f,: R” — R” definiert durch 
Sn (X1, +++ Xn) = (Xn(1), --- » Xx(n))- Bestimme die Eigenwerte von fz. 
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6. Gegeben sei ein symplektischer Vektorraum V (vgl. Aufgabe 10 zu 5.4) und eine 
komplexe Struktur J auf V (vgl. Aufgabe 3 zu 5.3), so daf fiir alle v, w € V gilt: 
w(v, w) = w(J(v), J(w)) . 


a) Zeige, da& durch (v, w) := w(v, J(w)) eine symmetrische Bilinearform auf V 
definiert wird, und da J orthogonal beziiglich ( , ) ist, d. h. es gilt (v,w) = 
(J(v), J(w)) fiir alle v, w € V. 


b) Die komplexe Struktur J heif®t w-kalibriert, wenn (_ , ) positiv definit ist. Zeige, 
daB in diesem Fall durch s(v, w) := (v, w) — iw(v, w) eine hermitesche Form auf 
dem von J induzierten C-Vektorraum V gegeben ist. 


5.6 Selbstadjungierte Endomorphismen* 


Dieser Abschnitt dient dem Studium von Endomorphismen, die durch symmetrische 
Matrizen beschrieben werden. Insbesondere werden wir zeigen, daB sie stets diagona- 
lisierbar sind. Das hat zahlreiche Anwendungen in Geometrie und Analysis. 


5.6.1. Mit V wird stets ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitarer 
Vektorraum bezeichnet. Zu einem F € End V werden wir in 6.2.4 einen ad- 
jungierten Endomorphismus F*4 erklaren, der durch die Bedingung 


(F(v), w) = (v, F*(w)) fiir alle v, w Ee V 
charakterisiert ist. Das erklart die folgende 


Definition. Ein Endomorphismus F eines euklidischen Vektorraumes V heift 
selbstadjungiert, wenn 


(F(v), w) = (v, F(w)) fiirallev,weV. 
In Matrizen tibersetzt ist diese Beziehung gut bekannt: 


Satz. Sei F ein Endomorphismus von V und B eine Orthonormalbasis. Dann 
gilt: F selbstadjungiert <> Mg(F) symmetrisch bzw. hermitesch. 


Beweis. Es geniigt, den unitaren Fall zu behandeln. Sind x, y € K” Spalten- 
vektoren, v = Og(x), w = Ozg(y) und A = Mz(F), so ist (v, w) = ‘xy, da B 
orthonormal ist, also 

(F(v), w) ="(Ax)y ='x'Ay und (v, F(w)) ='xAy. 
Also ist F genau dann selbstadjungiert, wenn ‘A = A. Oo 
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5.6.2. Die Diagonale einer hermiteschen Matrix muB reell sein. Analog gilt das 


Lemma. Ist F selbstadjungiert, so sind (auch im komplexen Fall) alle Eigen- 
werte reell. Insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte. 


Beweis. Ist F(v) = Av mit v ¥ 0, so folgt 
Av, v) = (Av, v) = (F(v), v) = (v, F(v)) = (v, Av) = Aly, v), 
also istA = A. Oo 


Theorem. /st F ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen 
bzw. unitdren Vektorraumes, so gibt es eine Orthonormalbasis von V, die aus 
Eigenvektoren von F besteht. 


Korollar. Ist A € M(n x n; K) eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix, so 
gibt es eine orthogonale bzw. unitdre Matrix S, so dag 
Ay 0 
Sy wee a mit d1,...,4n ER. 
0 MN 0 
Beweis des Theorems. Wir behandeln zunachst den Fall K = C. Da C algebra- 


isch abgeschlossen ist, zerfallt das charakteristische Polynom in Linearfakto- 
ren, und nach dem Lemma sind alle Eigenwerte reell, also ist 


Pe eetz(t—Ap)ics.0(f —A,) .MitAy,..., A, © R. 
Nun gehen wir wieder schrittweise, genauer durch Induktion tiber n, vor. Wir 
wahlen einen Eigenvektor v; zu A, mit ||v,|| = 1 und definieren 


W :={w eV: (v;, w) =0}. 
W ist invariant unter F, d.h. F(W) C W, denn fiir we W gilt 
(uv, F(w)) = (F(u;), w) = (Aiuy, w) = Ai (vy, w) = 0. 
Nach Induktionsannahme gibt es eine Orthonormalbasis von W aus Eigenvek- 
toren von F|W, durch v, wird sie zur gewiinschten Orthonormalbasis von V 
erganzt. 

Der Fall K = R kann genauso behandelt werden, wenn man weil, daB das 
charakteristische Polynom Pr auch in diesem Fall in Linearfaktoren zerfallt. 
Dazu wahlt man eine beliebige Orthonormalbasis 6 in V. Nach 5.6.1 ist Mg(F) 
symmetrisch, also auch hermitesch. Im Fall K = C hatten wir gesehen, daB P, 
in reelle Linearfaktoren zerfallt, und aus Pr = P, folgt die Behauptung. 
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Man beachte bei diesem Beweis, da8 obiges Lemma nichts tiber die Existenz 
von Eigenwerten aussagt. Man kann es erst anwenden, wenn man sie hat, und 
dazu macht man den Ausflug ins Komplexe. Oo 


5.6.3. Fat man die Eigenvektoren der verschiedenen Eigenwerte zu Eigenrau- 
men zusammen, so erhalt man aus den Theoremen 5.5.5 und 5.6.2 das 


Korollar. Sind i, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte eines selbstadjungier- 
ten oder unitéren Endomorphismus F von V, so ist 


V = Big(F 2h) One. Obie Gana 
Beweis. Ist A ein Eigenwert der Vielfachheit r, so gehoren dazu r Eigenvektoren 
aus der nach den Theoremen existierenden Orthonormalbasis, und sie bilden 
eine Basis von Eig (F; A). Daraus erhalt man die Orthogonalitat der Zerlegung. 
Daf die Eigenraume zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind, 
kann man auch noch einmal direkt nachrechnen: Sind v und w Eigenvektoren 
Zu A. # jL, so ist im selbstadjungierten Fall wegen p = uw 


A(v, w) = (Av, w) = (F(v), w) = (v, F(w)) = (v, ww) = wv, w) , 
also (v, w) = O, und im unitdren Fall 
(v, w) = (F(v), F(w)) = (Av, pw) = Amv, w). 
Aus (v, w) #0 folgt Ag = 1. Wegen |u| = 1 foleti =u',alsoA =p. O 


Zur praktischen Berechnung einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren kann 
man wie folgt verfahren: 


1) Man bestimme die Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms 
Pr = +(t —i,)” 2... (F SAY, 
wobei A, ..., Ax paarweise verschieden sind. 


2) Fiir jeden Eigenwert A der Vielfachheit r bestimme man eine Basis von 
Eig (F; 4) durch Losen eines linearen Gleichungssystems. 


3) Man orthonormalisiere die in 2) erhaltenen Basen nach dem Verfahren aus 
5.4.9, und zwar unabhangig voneinander in den verschiedenen Eigenraumen. 


4) Die k Basen der Eigenraume aus 3) bilden zusammen die gesuchte Basis aus 
Eigenvektoren von V. 
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Beispiel. Sei 
10 5 10 
=a 5 -—14 2 | €MG x 3;R). 
10 2 -11 


Wie man leicht nachrechnet, bilden die Spaltenvektoren eine Orthonormalba- 
sis von R*, und es ist det A = 1. Also ist A € SO(3). Als charakteristisches 
Polynom erhalt man 

Pa=—O—? +t+1=—-(t-1)(t+1)’. 
Zur Bestimmung von Eig (A; 1) hat man das homogene lineare Gleichungssy- 
stem mit der Koeffizientenmatrix 


i =5 a 1k) 
15 S29 2 
10 2 —26 


zu losen. Man findet Eig (A; 1) = R- (5, 1, 2). 
Eig (A; —1) ist Lésungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems 
mit der Koeffizientenmatrix 


By) AMG 
5 Siatlt P24 bs, 
LOR a4 


und man erhilt Eig (A; —1) = Eig (A; 1). Etwa 
(OPoe1)! und p= 1,42) 
bilden eine orthogonale Basis von Eig (A; —1). Also ist 
oat peal 1 I bie 
B:= (ABO. 1,2), 4, -2, D, 4g, -1,-2)) 


eine Orthonormalbasis des R°, bestehend aus Eigenvektoren von A. Setzen wir 


psclet 0) cis 

/30 v6 . 
= 1 2 els Oy eee 
eal We Gs eS 

eid tilts epshfed. 

V30,, V55 V6 

so folgt 
i) Osea 

SAT te 


0 6 Or -1 


= 
(=) 
| 
asl 
oS 
lI 
S 
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oder gleichbedeutend damit T - D-'T = A, was man mit etwas weniger Re- 
chenarbeit nachpriifen kann. 


5.6.4. Wie in 5.6.2 bewiesen wurde, zerfallt das charakteristische Polynom ei- 
ner reellen symmetrischen Matrix in reelle Linearfaktoren. Das ist eine hochst 
iiberraschende Tatsache, aus dem Beweis mit der Komplexifizierung kann man 
kaum den geometrischen Hintergrund erkennen. Daher geben wir noch einen 
ganz reellen Beweis. Nach der iiblichen Methode, die Eigenwerte schrittweise 
abzubauen, gentigt der Beweis von folgendem 


Lemma. Jede symmetrische Matrix A € M(n x n; R) hat einen reellen Eigen- 
wert. 


Beweis. Wir betrachten die zu A gehOrige quadratische Form 
gq. ROR, xh 'xAx. 
Das ist ein homogenes Polynom vom Grad 2 (vgl. 5.4.4), insbesondere eine ste- 
tige Funktion. Die Sphare 
S:={x eR": |x =1} 
ist kompakt, also nimmt q darauf ein Maximum an (vgl. [Fo2], §3). Es gibt also 


ein v € S mit 
‘vAv >'xAx firallex eS. 


Wir behaupten nun, da dieses v ein Eigenvektor ist. Dazu geniigt es zu zeigen: 
Fir weS mit vtw istauch Avulw. (x) 
Denn ist W := (Rv)", so folgt Av €e Wt = Rv. 


Zum Nachweis von (*) betrachten wir fiir t €]0, 1] undo := 1 — tr? den 


Vektor 
Xi=Cov-+tw. 


Wegen v | w ist x € S$. Da A symmetrisch ist, gilt'vAw =‘wAv, also ist 
'vAv >'xAx =o? -'vAv+2o0t -‘wAv+t?-‘wAw. 
Daraus folgt nach Division durch t 
20 (‘wAv) < t(‘vAv —‘wAw). (**) 
Angenommen, Av ware nicht orthogonal zu w. Indem wir eventuell w durch 


—w ersetzen, konnen wir ‘'wAv > 0 annehmen. Da auferdem nach der Wahl 


von v ; ; 
vAv —‘'wAw => 0 


gilt, ergabe sich aus (**) ein Widerspruch, wenn man t gegen 0 (und damit o 
gegen 1) gehen laf. 
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Wegen ||v|| = 1 folgt sofort, daB ‘vAv der Eigenwert zum Eigenvektor v ist. 
Da die weiteren Eigenwerte von A Werte der quadratischen Form g auf WS 
sind, folgt weiter, da8 ‘vAv der gr6Bte Eigenwert von A ist (dabei ist wie oben 
W = (Rv)"). Oo 


Bei dieser Beweismethode werden Eigenwert und Eigenvektor gleichzeitig ge- 
funden, daraus kann auch leicht ein Approximationsverfahren zur numerischen 
Losung gemacht werden. 


Aufgaben zu 5.6 


1. Sei F: KK” — K” ein selbstadjungierter, nilpotenter Endomorphismus. Zeige, daB 
F = Oist. 


2. Seien F und G zwei selbstadjungierte Endomorphismen auf einem endlichdimen- 
sionalen euklidischen bzw. unitéren Vektorraum V. Zeige, daB F o G selbstadjungiert 
ist genau dann, wenn FoG=GoF. 


3. Bestimme fiir die Matrix 


el 
A=] -1l 2 
1 Lie) 


eine orthogonale Matrix S € O(3), so daB ‘SAS eine Diagonalmatrix ist. 
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Ist eine symmetrische Bilinearform positiv definit, so kann man dazu nach dem Ver- 
fahren von E. SCHMIDT entsprechend 5.4.9 eine Orthonormalbasis konstruieren. Das 
wirft folgende Fragen auf: 


1) Wie kann man einfach entscheiden, ob eine symmetrische Bilinearform positiv de- 
finit ist? 


2) Gibt es einen Ersatz fiir eine Orthonormalbasis im nicht positiv definiten Fall? 


Darauf werden in diesem Abschnitt Antworten gegeben. 


5.7.1. Wir behandeln zunichst den reellen Fall und betrachten erst einmal eine 
symmetrische Bilinearform 


siR’xR' OR. 
Sie ist nach 5.4.2 bestimmt durch die symmetrische Matrix A = (s(ei, e pn); Fiir 
Spaltenvektoren x, y € R” gilt 
s(x, y) ='xAy = (Ax, y) = (x, Ay), 
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wobei ( , ) das kanonische Skalarprodukt des R” bezeichnet. Die Matrix A kann 
auch angesehen werden als ein selbstadjungierter Endomorphismus 


A: RR’ > R’, 

der nach 5.6.2 diagonalisierbar ist. Es gibt also eine orthonormale Basis 
B= (w},..., Wp) des R” aus Eigenvektoren, d.h. A; € R” mit 

Aw, =)jw;, also s(w;, w;) = (Aw;, wj) =A; (w;, Wj) = Aj - 4; 
Sind die Eigenwerte A, ..., A, so numeriert, daB 

Ajyetes Ape O,, Aged) casy Ape =O Und, Aer Oe 
so setzen wir 
pf Velr® wp fir =a 

ae Wj fiirge=— rele eae 


Das ergibt eine beziiglich ( , ) orthogonale Basis B’ = (w},..., w),) des R" 
mit 
+l) find <7 = jek 


Pp wi)= -1 firk+1<i=j <m, 
0 sonst. 

Mit Matrizen beschreibt man das so: Ist S € O(n) derart, daB 
rj 

SAS. = aor =e 


so folgt aus S~! = 'S und der Transformationsformel 5.4.3 mit T := S~', daB 
Mz(s) ='TAT =D. 


Weiter ist 
E, 


Mz(s) = 2) of =: D’ 
0 


mit k + 1 = m. Wir fassen das Ergebnis zusammen: 


Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen. Sei A €¢ M(n xn; R) 
symmetrisch und s die durch A beschriebene Bilinearform auf R". Dann gilt: 


1) Ist B = (wy, ..., W,) eine Orthonormalbasis des R" aus Eigenvektoren des 
Endomorphismus A, so ist 
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Ay 0 
Mz(s) = ae ed. SCQUe, Ws) = 24 On; 
0 An 
wobei h\,..., A, die Eigenwerte von A sind. 
2) Es gibt eine Basis B' des R", so daB 
Ey 0 
Mp(s) = =E =D’, 
0 0 
a.h. es gibt ein T’ € GL(n; R) mit D’ ='T'AT’. oO 


Es sei bemerkt, da8 man Teil 2) auch ohne Benutzung von 5.6.2 direkt durch 
simultane Zeilen- und Spaltenumformungen von A tiber jedem K6rper K mit 
char(K) 4 2 beweisen kann (siehe 5.7.5). 


Vorsicht! Die Eigenwerte von A sind nur Invarianten des Endomorphismus, 
nicht der Bilinearform. Das folgt aus dem unterschiedlichen Transformations- 
verhalten (vgl. 5.4.3). 


5.7.2. Um den Namen Hauptachsentransformation zu erklaren, geben wir fol- 
gendes 


Beispiel. Sei 
a=(* Fema 2:R) 
B a 
Dann ist s(x, y) = a(x; y1 + X22) + B(x y2 + X2y1). Aus 
P4(t) = 0? — 2at + (a? — B’) 
erhalt man die Eigenwerte 1, = a+ und Az = a—8, sowie die Eigenvektoren 


1 1 
WwW, = ya 1) und w= aes BY. 


Dafiir gilt s(w,, w2) = 0, s(w;, w;) = a+ B und s(w2, w2) = a — B. Die zu 
s gehorige quadratische Form ist gegeben durch 

Go) — ax? + 2Bx\x2 + ax; ; 
Sind z;, Z2 die Koordinaten beziiglich der Basis (w,, w2), so gilt 


(ajea(i)(2)- 
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also ' " 
q(x(z)) = @+ B)zi + @— B)z}. 


In den neuen z-Koordinaten ist also der gemischte Term mit z,;z2 verschwunden. 
Um das geometrisch zu interpretieren, betrachten wir die Kurve 


C := {x € R*: g(x) = 1). 


Ist 4} > O und Az # 0, so setzen wir 


1 1 
a:= — und b:= ; 
Vd V|A2| 


Dann lautet die Gleichung von C in den z-Koordinaten 


2 2 
4+ 2 a1, 

apo dave 
Im Fall + ist das eine Ellipse, im Fall — eine Hyperbel, a und b sind jeweils die 
Hauptachsen. 


Bild 5.10 


Dieser geometrische Aspekt der Bilinearformen wird ausfiihrlich in [Fi] behan- 
delt. 


5.7.3. Nun geben wir einige Folgerungen aus der Hauptachsentransformation 
in 5.7.1 an 


Korollar 1. Eine Matrix A € M(n x n; R) ist genau dann positiv definit, wenn 
ihre Eigenwerte d,, ..., An positiv sind. 


Beweis. Jeden Spaltenvektor x € R” stellen wir mit Hilfe einer Orthonormal- 
basis aus Eigenvektoren als 


X= yw, +... + UnWn 


dar. Dann folgt unter Benutzung der Bilinearitat 
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pe Axi= Ait SS An fer i 
und daraus liest man sofort die Behauptung ab. 0 


Um die positive Definitheit einer Matrix zu testen, mu8 man die Eigenwerte 
nicht ausrechnen; es reicht zu wissen, daf sie irgendwelche positiven Werte ha- 
ben. Dazu geniigt es, das charakteristische Polynom zu berechnen und die Vor- 
zeichenregel aus 1.3.11 anzuwenden. Es folgt sofort 


Korollar 2. Eine Matrix A € M(n x n; R) ist genau dann positiv definit, wenn 
det A > 0 und die Anzahl der Zeichenwechsel in P, gleich n ist. Oo 


Zur Formulierung der nachsten Folgerung ist ein neuer Begriff niitzlich. Fiir ei- 
ne Bilinearform s auf einem K-Vektorraum V heiSt 

Vo :={u EV: s(v, w) = Ofiir alle w € V} 
der Ausartungsraum von s. Das ist offensichtlich ein Untervektorraum. 


Korollar 3. Sei s eine symmetrische Bilinearform auf IR" und Wo ihr Ausar- 
tungsraum. Dann gibt es eine Zerlegung 


R" => Wi, @ W_ ® Wo 
in Untervektorrdume mit folgenden Eigenschaften: 


1) Die Zerlegung ist orthogonal beziiglich s und dem kanonischen Skalarpro- 
dukt. 


2)s(w,w)>0 firOAweEeW,, s(w,w) <0 firOAwe W.. 


Beweis. Mit den Bezeichnungen wie in 5.7.1 und k + / = m definieren wir 
Wee spanwise...) und W. := span (w;z4),.-., Wer) - 


Dann bleibt zu zeigen, da’ Wo = span (wx4141,--+, Wa) =! Wo. Die Inklusion 
Wo C Wo ist klar. Ist umgekehrt v € Wo, so schreiben wir 


V = Ly Wy +... H Meg Wege + Meg 1 Wepl4l Fe. Un Wn - 
Gabe es eini € {1,...,k +/} mit uw; 4 0, so ware s(v, w;) = wiA; A Oim 
Widerspruch zu v € Wo. O 


5.7.4. Nach den Voriiberlegungen mit Matrizen behandeln wir nun einen belie- 
bigen reellen Vektorraum V mit einer symmetrischen Bilinearform 


ssVxVoOR. 


Ist A eine Basis von V, so betrachten wir das Koordinatensystem 
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®,: RK" > V 
und die Matrix A := M(s). Die zu A gehorige Zerlegung des R” aus Korollar 
3 wird mit ® 4 nach V tibertragen. Wir definieren 
V, = @,(W,) und V_:= O,¢W_):. 

Dann ist V = V, ® V_ ® Vo, wobei Vo = ® 4(Wo), und es gilt 

s(v,v) >0 firve V,\ {0}, sv, v) <0 firv’e V_~ {0}, 

s(v,v’) =0  fiirv e V, undv’ € V_, 

dimV, = Anzahl der positiven Eigenwerte von A, 

dimV_ = Anzahl der negativen Eigenwerte von A. 


Man beachte, da& Vp nur von s abhangt, wahrend V, und V_ auch von der Basis 
A abhingen. Wir zeigen, da8 wenigstens die Dimensionen invariant sind: 


Tragheitsgesetz von SYLVESTER. Ist s eine symmetrische Bilinearform auf 
dem R-Vektorraum V, A eine Basis von V und A := M,(s). Dann sind die 
Zahlen 


k 
l 


unabhdingig von der Auswahl von A. 


Anzahl der positiven Eigenwerte von A und 
Anzahl der negativen Eigenwerte von A 


Beweis. Sei A’ eine andere Basis, und seien k’, |’ die entsprechenden Anzahlen, 


sowie F : 
V=Vi.@V_OW=V,8V_8V 


die zwei zugehorigen Zerlegungen. Dak+/ = k’+l’ geniigtes/’ = / zu zeigen. 
Angenommen, es gibt 


OAvVEVLN(V!. BV). 

Daraus folgt s(v, v) > Ound v = v_ + vp mit v_ £0. Also gilt 

s(v, v) = s(u_, v_) + s(o, vo) = Swe, VE) = Oe 
Daher gilt V; 1 (V/ ® Vo) = 0, und nach 1.6 folgt 

k+l'+dimVo <dimV, also k+/' <k+lI, 
und somit l’ < J. Analog folgt/ <1’, alsol =l’ undk =k’. Oo 
Korollar. Sei A € M(n x n; R) symmetrisch und T € GL (n; R). Dann haben 

A und 'TAT 


die gleichen Anzahlen positiver und negativer Eigenwerte. Oo 
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5.7.5. Bisher haben wir Hauptachsentransformationen nur im reellen Fall be- 
handelt, weil er besonders wichtig ist und im engen Zusammenhang zu den Ska- 
larprodukten steht. Dabei bleibt ein Problem: Zur Kontrolle der Definitheit ei- 
ner Matrix hat man entsprechend 5.7.3 das charakteristische Polynom, d.h. eine 
Determinante zu berechnen. Weil darin die Unbestimmte ¢ auftritt, helfen Um- 
formungen wenig und der Rechenaufwand ist fiir groBe Matrizen enorm. Daher 
ist es niitzlich, eine einfachere Methode zu haben, bei der die Matrix schrittwei- 
se umgeformt wird. Uberdies geht das fiir jeden Korper K, indem 1 +140 
ist. Zunachst geben wir als Verallgemeinerung des Orthonormalsierungssatzes 
in 5.4.9, den 


Orthogonalisierungssatz. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber ei- 
nem Korper K mit char(K) 4 2 und 
sisVxV—->K 


eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis B = (vy, ..., Un) von 
V mit 
SQ, U;)—0 HEL 


Ist g: V — K die zugeh6rige quadratische Form und a; := q(v;), so folgt 
q(v) = Ox? +... + a,x? fr) Sk Up an ana | 

Die quadratische Form ist also in diesen Koordinaten frei von ,,gemischten Ter- 

men‘ XjXj mit 7 =a ie 

Beweis. Wir fiihren Induktion iiber n = dimV. Fiir n = 1 ist nichts zu bewei- 

sen. Ist q(v) = 0 fiir alle v, so folgt s(v, w) = 0 fiir alle v, w € V nach der 


Polarisierung in 5.4.4. Andernfalls gibt es ein v; € V mit g(v,) 4 0. Wir be- 


trachten 
W :={weV: s(v;, w) = 0} 


und behaupten V = Kv; @ W. Ist v € Ku, MN W, so folgt 

Ag nnd O= so), 0) = As(v,,0)), also A=0. und. v.=0. 
Zum Nachweis von V = Kv; + W definieren wir zu v € V 

yest « S(U, v) 
in $(U,, U}) % 

Dann ist v = v’ + (v — v’), und aus s(v;, v) = s(v;, v’) folgt v — v’ € W. 

Bezeichnet 5 die Beschrankung von s auf W, so gibt es nach Induktionsan- 
nahme eine Basis (v2,..., U,) von W mit 
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5(v;, vy) =O. .fliri, yj E42; 2.57) unddistite 
Also kann man B := (v1, v2,..., Un) wahlen. a) 
Mit Hilfe der Transformationsformel 5.4.3 folgt das 


Korollar. Zu einer symmetrischen Matrix A € M(n x n; K) gibt es ein 
S €GL(n; K), so dap 


‘SAS = 
Oo 


Es sei noch einmal bemerkt, dai die Zahlen a; nicht eindeutig bestimmt sind. Im 
reellen Fall sind nach dem Tragheitssatz 5.7.4 jedoch die Vorzeichen festgelegt. 


5.7.6. Zur Berechnung einer Transformationsmatrix S$ wie in obigem Korollar 
gibt es eine symmetrische Umformungsmethode. Dabei werden an A simultan 
Zeilen- und Spaltenumformungen durchgefiihrt, bis eine Diagonalmatrix ent- 
standen ist. Das kann man mit Hilfe von Elementarmatrizen C; schematisch so 
beschreiben: 


Ist links eine Diagonalmatrix D entstanden, so hat man rechts S mit 
Di='SAS.. 


Wegen des Assoziativgesetzes der Matrizenmultiplikation ist es gleichgiiltig, 
ob man in jedem Schritt zuerst die Spalten oder die Zeilen umformt. Eine Stra- 
tegie fiir die Umformungen wollen wir nicht allgemein aufschreiben, wir geben 
dafiir zwei typische 


Beispiele. a) Wir betrachten auf R* die quadratische Form q(x, x2) = x)X2. 
Setzt man x; = y; + y2 und x2 = y; — yp, so ist 


q(x(y)) = Qn + 201 — 2) = YP — }- 
Mit Matrizen geht das so: zu q gehort die Bilinearform 


S(C 28) — 5x 1X2 + 5 X1x2- 
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Ein mégliches Umformungsschema ist folgendes. 


(=) 
oo) 


— eS INl- NI-| = © —_ 


Entsprechend 5.4.3 ist x = Sy. 


b) Wir betrachten wieder auf R’ eine quadratische Form mit a ¥ 0 und fiihren 
quadratische Ergdnzung durch: 


qi) ax? + 2bx)x2 + one 
=a (i + 22 x1x9 + # x3) + ext — Ex} . 
2 
a (x: + 2x2) +(c-#) x3 
2 
= ay?t+(c—*) yf, 


wenn y; = x; + 2x, und y2 = xX». 


In Matrizen geht das viel schneller: 


b2 
One 


Es ist wieder x = Sy. Weiter gilt 
b? ac—b? detA 


C= * = = 


a a a 
Also ist A genau dann positiv definit, wenn a > 0 und det A > 0. 


5.7.7. Nun kommen wir zu dem versprochenen Kriterium fiir die positive Defi- 
nitheit einer Matrix A ¢€ M(n x n;R). Hat man entsprechend 5.7.6 ein 
S € GL (n; R) gefunden, so dak 
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Q 0 
‘SAS & 
0 Xp 
so ist A nach dem Tragheitssatz 5.7.4 genau dann positiv definit, wenn 
ors 0) Tirta 


Das kann man noch etwas anders formulieren. Dazu bezeichnen wir fiir 


en rt 
Ay € M(k x k; R) 


die linke obere k-reihige Teilmatrix von A. Ihre Determinante det A, heift 
Hauptminor von A. Schon bei JACOBI findet man das 


Hauptminoren-Kriterium fiir Definitheit. Fiir eine symmetrische Matrix 
Aé M(n x n; R) gilt: 


A positiv definit <= detA, >0 fiirk =1,...,n. 


Beweis. ,,=>*‘: Jede positiv definite Matrix hat positive Determinante, denn ist 


ay 0) 
‘SAS = aor mit.) > 0) Siegel eer. 
0 Qn 
so ist det A - (det S)* = a, -...-a@,. Die Matrix A, beschreibt die Beschrankung 
der zu A gehorigen Bilinearform auf 
Lea ipetase Po) eR! 7h eee = 0} ; 


also ist auch A, positiv definit und somit det A, > 0. 


<=: Wir fiihren Induktion tiber n. Der Fall n = 1 ist klar. Nach Induktionsan- 
nahme ist A,_, positiv definit, also gibt es ein T € GL (n — 1; R) mit 


Qa 0 
'T Any: T= oe und. .@;) > 0 stipe], 2 1. 


Wir definieren 


€ GL(n; R). 
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Dann ist 


AL = 


Y1 
Be : F i 
re : mit y4= ae 
Yn-1 qj 
0 OFA 
daraus folgt 
a} 0 
‘SBS = 
0 Op, 
W dasa Wien in = 
egen 0 < det B = etsy? folgt auch a, > 0. 


Dieses Kriterium ist mehr von theoretischem als von praktischem Interesse, weil 
dabei n Minoren auszurechnen sind. Schneller ist die Umformungsmethode aus 
6 


Aufgaben zu 5.7 
1. Sei s die symmetrische Bilinearform auf dem R*, die gegeben ist durch die Matrix 
sr 2” 0 
—2 2 -2 
02 1 


Bestimme eine Basis A des R?, so daB M_4(s) Diagonalgestalt hat und eine weitere 
Basis B, so daB 


Ma(s) = 
—1 


oF Oo = 


0 
J 9) 
0 
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2. Sei D = D(]—1, 1[; R) der Vektorraum der auf ] — 1, 1[ differenzierbaren Funktio- 
nen. 


a) Zeige, daBd:D xD — R, (f, 8) + (fg)'(0) eine symmetrische Bilinearform ist. 


b) Bestimme den Ausartungsraum Dp von d. 


3. Diagonalisiere die Matrizen 


_-_- Oo -— 


Om 
ait 
1 0 


- FN 


Low 
py] 
2 4 


LS) tw Se fee) 


Oe AG 
mit der symmetrischen Umformungsmethode aus 5.7.6. 
4. Eine symmetrische Matrix A € M(n x n; R) heiBt negativ definit, wenn 
‘xAx <0 
fiir jedes 0 4 x € R”. Zeige: A negativ definit < —A positiv definit. 
5. Uberpriife die folgenden Matrizen auf Definitheit: 
12 -2 —3 -1 -=3 70 -8 
22k OM as Lt =2" "046 OA ee 
—2 0 -4 —3 0 -4 89!) 2h, 


Kapitel 6 


Dualitat und Tensorprodukte* 


In diesem letzten Kapitel werden noch einige Dinge angefiigt, die hdchstens dadurch 
Schwierigkeiten bereiten, daB sie relativ abstrakt sind. Das ist vergleichbar mit den 
Atembeschwerden, die sich im Hochgebirge wegen der immer diinner werdenden Luft 
einstellen konnen. 


6.1 Dualrdaume 


Vektoren des Standardraumes K” hatten wir als Zeilen oder Spalten geschrieben, je 
nachdem, was gerade giinstiger war. Daraus kann man eine schone Theorie machen, 
die eine neue Sicht auf lineare Gleichungssysteme und quadratische Matrizen eroffnet. 
Was hier zunachst als reine Spielerei erscheinen mag, ist ein wichtiges Hilfsmittel der 
theoretischen Physik. 


6.1.1. Die linke Seite einer linearen Gleichung hat die Form 
Qi striae alt Ondine 


Schreibt man x = ‘(x,...,X,) als Spalte und a = (q,...,4a,) als Zeile, so 
kann man x als Element des K” und a als eine lineare Abbildung 


a K"> K, xPa-x=ajx,+...+a,X%, 


d.h. als Element von Hom (K", K) betrachten. Das ist nach 2.1.3 wieder ein 
Vektorraum. 


Definition. Ist V ein K-Vektorraum, so heifBt 
V* :=Homx(V, K) = {g: V > K: ¢ linear} 
der Dualraum von V. Die Elemente von V™* heifen Linearformen auf V. 


Im folgenden wird sich zeigen, da8 der Name Dualraum gerechtfertigt ist. Be- 
sonders interessant ist der Fall, da8 V ein unendlichdimensionaler Funktionen- 
raum ist. 


Beispiel. Sei J = [a, b] C Rein Intervall und V := D(J; R) der Vektorraum 
der auf J differenzierbaren Funktionen. Dann sind 


b 
o: V>R, pre f paras 


und 
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d 
6: V>R, fr aS int 
dx 
wobeia <c < b, zwei Linearformen auf V. 


Dieses Beispiel mag als Andeutung fiir den Nutzen der Dualraume in der Ana- 
lysis dienen, das ist Gegenstand der Funktionalanalysis. 


6.1.2. In der linearen Algebra kann man die Dualitatstheorie nur fiir endlichdi- 
mensionale Vektorréume entwickeln. Dies sei nun stets vorausgesetzt. Ist 


B = (vj,..., U,) eine Basis von V, so gibt es zu jedemi e€ {1,...,n} nach 
2.4.1 genau eine lineare Abbildung 
vi: V>K mit vi(vj) =. (*) 


Vorsicht! Die Linearform v* hangt nicht nur vom Vektor v;, sondern auch von 
den anderen Basisvektoren ab! 


Bemerkung. Fiir jede Basis B = (v,,..., Un) von V ist B* = (vy, ..., vx) eine 
Basis von V*. 
Man nennt 6* die zu B duale Basis. 


Beweis. Dies folgt aus 2.4.2, wir wollen es noch einmal direkt nachrechnen. Zu 
jedem gy € V* sind \,..., A» gesucht, so da8 

GP =v, F.-. FAG, - 
Setzt man v; in g ein, so ergibt sich aus (x), daB A; = g(v;) sein mu8. Daraus 
folgt alles. C 
Da man jeden Vektor v ~ 0 zu einer Basis erganzen kann, folgt das 


Korollar 1. Zu jedem v € V mit v £0 gibt es ein yg € V* mit p(v) £ 0. Oo 
Mit Hilfe von 2.4.1 erhalt man 


Korollar 2. Zu jeder Basis B = (v;,..., Un) von V gibt es einen Isomorphis- 


mus 
Wp: Vo V* mit Yp(u;) =v. Oo 


Vorsicht! Dieser Isomorphismus hangt von der Auswahl der Basis ab, ebenso 
ist das » aus Korollar 1 abhangig von der Erganzung. 


Beispiele. a) Im K” hat man zur kanonischen Basis K = (e;,..., €,) die ka- 
nonische Basis 

Ke (G, tt. e%), Won 3 
Mit der Konvention, Vektoren als Spalten und Linearformen als Zeilen zu 
schreiben, ist 
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mit der | an der i-ten Stelle. 


b) Im K? betrachten wir neben der kanonischen Basis die Basis B = (vj, v2) 
mit v; = e; und v2 = ‘(1, 1). Aus e; = v, und e) = v2 — v, folgt 
vilay=1, vilfea)=—1, vz(e,)=0, vx(e2)=1, 


* * * * * * * * 
Vi =€|—@,. Vy=e,, also Wgle:)=e;—e,, Veer.) = —e;+2e,. 


Vorsicht! Man beachte die Tiicke der Notation: Es ist v; = e,, aber uj F ef, 
weil die beiden Sternchen verschiedene Bedeutung haben. 


6.1.3. In 0.2.4 hatten wir fiir eine parametrisierte Gerade in der Ebene eine Glei- 
chung bestimmt. Diese Frage kann man nun noch einmal abstrakter betrachten. 
Ist 0 A x ='(x), x2) € R* und L = R- x C R’ die Gerade durch 0 und x, so 
sind die a = (a), ay) € (R’)* gesucht mit 


A,X + Ax, = 0. 


4 L° 4 


(R’)’ 


Sie liegen auf einer Geraden L° in (R’)’, die senkrecht auf L steht, wenn man 


R? und (R?)" nicht unterscheidet. Allgemeiner kann man fiir einen Untervek- 
torraum alle ,,beschreibenden Gleichungen‘‘ zusammenfassen. 


Bild 6.1 


Definition. Ist V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum, so heiBt 
U° := {gy Ee V*: v(u) =0  fiiralleu € U} C V* 


der zu U orthogonale Raum (oder der Annullator von U). Das ist offensichtlich 
ein Untervektorraum. 


Man beachte den Unterschied zur Orthogonalitat in Raumen mit Skalarprodukt: 
dort liegt das orthogonale Komplement U* in V, hier liegt U° in V*. Dennoch 
gibt es starke Beziehungen: 
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Satz. Fiir jeden Untervektorraum U C V gilt 

dim U° = dimV — dimU . 
Genauer gilt: Ist (u,,..., Ux) Basis von U und B = (uy,..., Ug, V1, --+5 Ur) 
Basis von V, so bilden die Linearformen v{, ..., v} aus B* eine Basis von U o 


Beweis. Da vj, ..., v7 einer Basis entnommen wurden, sind sie linear unabhan- 


ig. Also bleibt 
hi U° = span (vii. . cm 


zu zeigen. ,,»* ist klar, da v5 (ui) = 0. Zum Nachweis von ,,c“ sei g € U° und 
P= mut... + uu tarp +...+A,uz. 
Setzt man u; ein, so wird 0 = g(u;) = pj. O 


6.1.4. Nun zeigen wir, da% man nicht nur Vektorraume, sondern auch lineare 
Abbildungen dualisieren kann. Dazu betrachten wir das Diagramm 


pes 
|¥ 
WwoF 
K 


mit K-Vektorrdumen V und W, sowie linearen Abbildungen F und yw. Dann 
ist Y € W*, und mit Hilfe von 2.1.3 folgt wy o F € V*; also konnen wir eine 
duale Abbildung 

F*: W*> V*, beh FW) :=yvoF, 
erklaren. Aus 


F*(QAi Wh + row) Citi +ArW2) 0 F =A (Wo F) + Ax(~r © F) 

AL F*(Wi) + AF" (2) 

folgt die Linearitat von F*. Also hat man noch abstrakter eine Abbildung 
Hom «(V, W) — Hom, (W*, V*), Fri F*, 

die ein Vektorraumisomorphismus ist (Aufgabe 3). Das kann man auch mit Hil- 

fe von Matrizen sehen: 


Satz. Gegeben seien K -Vektorriiume V und W mit Basen A und B, sowie eine 
lineare Abbildung F: V — W. Dann gilt: 


M'\(F*) ='(M#(F)). 


Kurz ausgedriickt: Die duale Abbildung wird beziiglich der dualen Basen durch 
die transponierte Matrix beschrieben. 
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Beweis. Sei A = (vj,..., Un) und B = (w;,..., Wm). Entsprechend 2.4.2 be- 
deutet Mj\(F) = (a;;), daB 


F(v,;) = > aij wi, also ay = wi (F(v,)) = F*(w7)(v;). 


t=1 
Ist M3. (F*) = (bj:), so folgt 
F*(w7) =) bjvs, also by; = F*(wi)(v,), 


y= 
und insgesamt a;; = bj;. 0 


6.1.5. Zu einer linearen Abbildung F: V — W hat man ein Diagramm 
KerF CV —>ImF CW, 
und entsprechend fir die duale Abbildung 
) V* > Im F* < W* > KerF*. 
Einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Folgen erhalt man mit Hilfe der 
in 6.1.3 erklarten Orthogonalitat: 


Satz. Ist F: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen 
Vektorrdumen, so gilt 


Im F* = (KerF)° und KerF* =(ImF)°. 


Korollar 1. Unter den obigen Voraussetzungen gilt 
rang F* = rang F . 


Beweis von Korollar 1. Mit Hilfe von 2.2.4 und 6.1.3 folgt 
rang F* = dimIm F* = dim(Ker F)° = dimV — dimKer F 
= sdimim -j=—'rang F . Oo 
Im Spezialfall V = K” und W = K” ist F durch eine Matrix A und F* nach 


6.1.4 durch ‘A beschrieben. Daher ergibt Korollar 1 einen neuen und sehr ab- 
strakten Beweis von 


Korollar 2. Fiir jede Matrix A € M(m x n; K) gilt 
Zeilenrang A = Spaltenrang A. Oo 


Beweis des Satzes. Zum Nachweis der ersten Gleichung sind zwei Inklusionen 
zu zeigen: Dazu betrachten wir das Diagramm 
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V =a WwW 

Be dh 
Q 

K 


Ist gp = W o F, so folgt g|Ker F = 0, also gilt ,,c“. 
Sei umgekehrt g € V* mit g|Ker F = 0 gegeben. Zur Konstruktion eines 
w € W* mit g = y o F wahlen wir entsprechend 2.2.4 Basen 


Aig sie (gpa traqlls Vino dh aROnE AG! 

B= WW, osay Wp Wp cis 6 a ea 
mit Ker F = span (vj,..., v,), Im F = span (wy, ..., w,) und F(u;) = w; fiir 
i=1,...,r.Nach 2.4.1 gibt es genau ein lineares w mit 


wore O(U;)) 1UL 1 eae 


0 sonst . 


Nach Konstruktion von y ist 9 = wo F. 
Die zweite Gleichung kann man 4hnlich beweisen oder mit Hilfe von 6.1.7 
aus der ersten folgern. Oo 


6.1.6. Den Dualraum kann man zu jedem Vektorraum bilden, also auch zu V*. 
Auf diese Weise erhalt man zu V den Bidualraum 
Vv: =\(V")" = Hom (yan 
Die in 6.1.2 konstruierten Isomorphismen V — V™* waren von der Auswahl 
einer Basis abhangig. Dagegen hat man eine kanonische Abbildung 
uVov™, vey, miti(g):= (vr). 
Mit Hilfe der Korollare 1 und 2 aus 6.1.2 folgt durch einfache Rechnungen der 


Satz. Fiir jeden endlichdimensionalen K -Vektorraum V ist die kanonische Ab- 


bildung 
Ve Vee 


ein Isomorphismus. Oo 
Man kann also V mit V** identifizieren und 


v(~) = v(v) 


schreiben. In dieser Form ist die Dualitaét zwischen Vektoren und Linearformen 
besonders deutlich. 
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Korollar. Fiir jede lineare Abbildung F: V > W gilt F** = F. Oo 


Im K" dualisiert man durch Transponieren: 
Vee = ey eh (Gs ne eas 
xX xX} 
K> (X1,..-,%X) be 


Xn Xn 


6.1.7. Die in 6.1.3 eingefiihrten orthogonalen Raume erméglichen eine abstrak- 
te Beschreibung linearer Gleichungssysteme. Zunachst eine allgemeine 


Bemerkung. Fiir jeden Untervektorraum W C V gilt 
(Ww) =WoV=v™. 


Beweis. Wegen der Dimensionsformel in 6.1.3 geniigt es, W C (w°)° ZU Zei- 
gen. Das ist aber klar, denn fiir w € W undg € W? gilt w(v) = y(w) = 0. O 


Damit kann man lineare Gleichungssysteme wie folgt interpretieren. Gegeben 
sei das System 
A-x=0O mit Ae M(m xn; K) und W =Lé6s(A,0) C K"”. 
Die Zeilen a;,..., a, von A sind Linearformen, wir definieren 
Ue—span (aise. a, |e (k-) se imit dimU =rang A: 
Nach Definition des Lésungsraumes gilt 
W=U° und n=dimW +dimU. 

Das Gleichungssystem lésen bedeutet also, zu vorgegebenem U C (K")* eine 
Basis von U° ¢ K" zu finden, und die Zeilenumformungen von A entsprechend 
0.4.7 dienen dazu, eine Basis von U zu konstruieren. 

Das duale Problem ist folgendes: Gegeben ein Untervektorraum W C K” 
und gesucht eine Matrix A, so daB 

W = Los (A, 0). 

Die Zeilen der Matrix A erhalt man durch ein Erzeugendensystem des Raumes 
U C (K")* mit 
pl Ca oD —, W.,. 
W sei gegeben durch eine Matrix X € M(n x/; K) mit Spalten w,,..., w), So 
da8 W = span(w,..., w,). Dann ist 
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U={ae (K"): a K=O} 
d.h. man hat das Gleichungssystem 
‘Xa =O 
zu losen. Eine Basis des Losungsraumes liefert die Zeilen von A. Ist 
k:=dimW </, soist r:=n—k — rang Ay 
undes gilt A- X = OinM(r x1; K). 

Damit hat man ein Rezept fiir die Berechnung von Gleichungen fiir W: Man 
nehme ein Erzeugendensystem von W, forme daraus ‘X und ldse das entspre- 
chende Gleichungssystem. 

Beispiel. Seien w; = '(1, 1, 1) und w, = ‘(0, —1, 1) € R?. Eine Gleichung der 
davon aufgespannten Ebene W erhalt man durch Losen des Gleichungssystems 


mit der Matrix 
, ee tay 
Xe=s ; 
0 -1 1 
Eine Fundamentallosung ist (a), a2,a3) = (—2, 1, 1), also lautet eine Glei- 
chung fiir W 


—2x, = = 43 = (0). 
Das geht auch mit dem Vektorprodukt aus 5.2, denn w,; x w2 = (2, —1, —1). 


Aufgaben zu 6.1 


1. Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit Basen A und B. Sind A* 
und 5* die zugehorigen dualen Basen von V%, so gilt fiir die Transformationsmatrizen 


PA Eas 


2. Gegeben sei der Untervektorraum 


2 0 4 
3 5 0 

U = span pays le 1 ER. 
4 =I 1 
3 3 aS 


Bestimme eine Basis von U®. 


3. Zeige, daB fiir Vektorraume V, W durch Hom(V, W) — Hom(W*, V*), F +> F*, 
ein Isomorphismus von Vektorrdumen gegeben ist. 


4. Sei F: V — W ein Homomorphismus und U C W ein Untervektorraum. Zeige: 
F*(U°) = (Ea): 
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6.2 Dualitét und Skalarprodukte 


In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie sch6n und kanonisch die Dualitatstheorie 
in euklidischen und unitaren Vektorraumen wird. 


6.2.1. Zunachst wollen wir den Begriff einer Bilinearform aus 5.4.1 noch leicht 
verallgemeinern. Gegeben seien K-Vektorraume V und W sowie eine Abbil- 


dung 
b VxW->K, (v,w)P div, wv). 


Fiir festes v € V und w € W definieren wir 


bh: W>K, wre biv,w), und 
by: VoK, ve bdiv,v). 


Man nennt b bilinear, wenn b, und b,, fiir alle v € V und w € W linear sind. 
Ist das der Fall, so erhalt man lineare Abbildungen 


b: V>W*, ve b,, und 
baw V*, wi bi. 


Eine Bilinearform b heif®t nicht ausgeartet, wenn b’ und b” injektiv sind. 
Beispiele dafiir sind 
VxV*>K, (v,9) gv), 
fiir jeden K-Vektorraum V und seinen Dualraum V*, sowie ein Skalarprodukt 
VxV—oR, (0,7) (y,v'), 


fiir jeden R-Vektorraum V . Das folgt aus Korollar 1 in 6.1.2 und der Definition 
eines Skalarproduktes in 5.4.6. 


Satz. Sind V und W endlichdimensional, und ist 
b: VxW->K 
eine nicht ausgeartete Bilinearform, so sind die Abbildungen 
b': V>W* und b’: W> V* 
Isomorphismen. 
Beweis. Da b’ und b” injektiv sind, ist nach 6.1.2 
dimV <dimW* =dimW und dimW <dimV* =dimV. 
Also folgt dimV = dimW = dimV* = dimW*. QO 
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6.2.2. Aus dem obigen Satz folgt sofort das 


Korollar. Jn einem euklidischen Vektorraum V ist die Abbildung 
Ww VoV*, vey, ), 


ein Isomorphismus. i) 


Man beachte die suggestive Notation: Fiir g = (v, ) ist p(v’) = (v, v’). Wegen 
der Symmetrie des Skalarproduktes kann man W ebensogut durch v +> ( , v) 
erklaren. 

Im Gegensatz zu den Isomorphismen Yg: V — V* aus 6.1.2, die von der 
Wahl der Basis abhangen, ist der obige Isomorphismus kanonisch, wenn ein 
Skalarprodukt vorgegeben ist. 


Im Spezialfall V = R” hat man die kanonische Basis K = (e,..., én) und 
das kanonische Skalarprodukt ( , ) mit 
(e;, ej) = bi. 


In diesem Fall stimmt der Isomorphismus 

wR" > (R")", ve (v,), 
mit dem Isomorphismus 

Ve: R' > (R"), eres, 
aus 6.1.2 tiberein. 


6.2.3. In dem Beispiel aus 6.1.3 kann man neben L C R? und L® c (R’)* auch 
die zu L senkrechte Gerade 


Li= {(a., ay) € R*: ax; tanx, = 0} 


t (Ry 


L° 

Bild 6.2 
betrachten. Ihr Bild unter dem kanonischen Isomorphismus ist L°. Allgemein 
hat man die folgende Beziehung zwischen dem in 5.4.8 definierten orthogona- 
len Komplement und dem in 6.1.3 definierten Annulator: 
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Satz. Sei V ein euklidischer Vektorraum und V: V — V* der kanonische Iso- 
morphismus. Dann gilt: 


I) Fiir jeden Untervektorraum U C V ist VW (U+) = U®. 


2) Ist B = (vj, ..., Vn) eine Orthonormalbasis von V und B* = (vj, ..., ux 
die duale Basis entsprechend 6.1.2, so ist V(v;) = v?. 


In einem euklidischen Vektorraum mit Orthonormalbasis treten also die in 6.1.2 
beschriebenen Schwierigkeiten nicht auf! 


Beweis. 1) Nach den Dimensionsformeln in 5.4.9 und 6.1.3 ist 
dimU+ = dimV — dimU = dimU®, 


also geniigt es, V (U a c U® zu beweisen. Das ist aber klar, denn fiir v ¢ Ut 


und u € U ist 
Ww) (r= Lu) = 0: 


2) folgt aus W(v;)(v;) = (uj, v;) = 6ij = v*(v;). O 
6.2.4. Wie in 5.6.1 versprochen, wird nun eine adjungierte Abbildung erklart. 


Gegeben seien euklidische Vektorraume V und W, sowie eine lineare Abbil- 
dung 


F: Vow. 
Dazu konstruieren wir eine lineare Abbildung 
F*: WV mit (F(v), w) = (v, F*(w)) (+) 


fiir alle v € V und w € W. Sind ® und W die kanonischen Isomorphismen, so 
bedeutet (*), da das Diagramm 


ad 
Fae iy 


o| lw 


ye ys 


kommutiert, d.h. F°4 = @~! 0 F* o W. Das sieht man am einfachsten so: Fiir 
w € W ist 
WiC) =, w), also F° (Vav))=(FC ), wv). 
Nach Definition von F* gilt 
F* (W(w)) = (F“(w)) =( , F*w)), 
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daraus folgt die Gleichung (*). Man erhalt die adjungierte Abbildung also da- 
durch, da8 man die duale Abbildung mit Hilfe der kanonischen Isomorphismen 
in die urspriinglichen Vektorraéume zurtickholt. Die Beschreibung durch Matri- 
zen ist klar: 


Bemerkung. Sind V und W euklidische Vektorrdume mit Orthonormalbasen A 
und B, so gilt fiir jede lineare Abbildung F: V — W 


M4 (F™) ='(Mf(F)). QO 


Aus Satz 6.1.5 folgt sofort der 


Satz. Ist F: V — W eine lineare Abbildung zwischen euklidischen Vektorrdu- 
men, So gilt 


Im F“ = (Ker F)+ und KerF% = (ImF)+. 
Insbesondere hat man im Fall V = W orthogonale Zerlegungen 
V = Ker F Olm F™ = Ker F™ OIm F 
Ist iiberdies F selbstadjungiert, d.h. F = F*, so gilt: 
V =KerF OlmiF . Oo 


Diese letzte Zerlegung folgt schon aus der Diagonalisierbarkeit von F (5.6.3). 


6.2.5. Was wir bisher fiir reelle euklidische Vektorraume beschrieben haben, 
kann man mit einer kleinen Modifikation auf komplexe unitaére Raume tibertra- 
gen. Ist auf dem C-Vektorraum V eine sesquilineare Abbildung 


sav XV = Cc 


gegeben, so hat man dazu mit der Notation aus 6.2.1 wegen der Linearitat im 
ersten Argument eine Abbildung 

s’7>VoV*, ve s(,v). 
Sie ist jedoch im Gegensatz zum bilinearen Fall nur semilinear. Im Fall eines 
Skalarproduktes erhalt man einen kanonischen Semi-Jsomorphismus (d.h. eine 
biektive semilineare Abbildung) 

Ww: VoV*, ve (,Dd). 


Ist V ein unitérer Vektorraum und F € End (V), so ist die adjungierte Abbil- 
dung 

FY oko Fo 
wieder C-linear, weil dabei zweimal konjugiert wird (durch WV und W~'), und 
man erhalt insgesamt den folgenden 


6.2 Dualitat und Skalarprodukte B25 


Satz. Sei F ein Endomorphismus eines unitdéren Vektorraumes V. Der dazu ad- 
jungierte Endomorphismus F*4 hat folgende Eigenschaften: 


1) (F(v), w) = (v, F**(w)) fiir alle v, w € V. 
2) Im F*4 = (Ker F)+ und Ker F** = (Im F)*. 
3) Ist B eine Orthonormalbasis von V, so gilt Mg (F**) ='Mp(F). 


Beweis. 1) folgt wie in 6.2.4 aus der Definition der adjungierten Abbildung. 


2) kann man aus Satz 6.1.5 folgern oder direkt nachrechnen. Wir tun das fiir die 
zweite Gleichung: w € (Im F)+ bedeutet, daB 


0 = (F(v), w) = (v, F“(w))  fiiralleve V. 
Da ein Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, bedeutet das w € Ker F ay 
Zu 3) setzen wir fiir 6b = (v;,..., vp) 
Fv) = > ayy; und F*(y;) = > bjiv;. 
bh j— 


Aus 1) folgt rm 3 
Gye LF (v;);0:):= (vy, F=(v))) = by. 


6.2.6. In Kapitel 5 hatten wir fiir folgende Arten von Endomorphismen F uni- 
tarer Vektorraume bewiesen, da es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren 
gibt: 

1) Fir unitares F (5.5.5), 

2) fiir selbstadjungiertes F (5.6.2). 


Wir wollen nun zeigen, da dies Spezialfalle eines allgemeineren Ergebnisses 
sind. Dafiir benotigen wir die zunachst wenig motivierte 


Definition. Ein Endomorphismus F eines unitéren Vektorraumes V heiBt 


normal, wenn ; 4 
FoF“ =F* oF. 


Entsprechend heiBt eine Matrix A € M(n xn; C) normal, wenn A-'A ='A- A. 
Beispiele. a) Jedes unitare F ist normal, denn aus 

(v, F~'(w)) = (F(v), w) = (v, F*(w)) 
folgt F*7 = F-! und Fo F* = idy = Fo F. 


b) Jedes selbstadjungierte F ist normal, denn aus 
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(F(v), w). = (v, F(w)) = (v, F™(w)) 
folgt F = F4, also F o F™@ = F? = F% 0 F. 
Entscheidend ist der folgende 
Satz. Ist V unitdr und F € End(V) normal, so gilt 
Ker F°=KerF und ImF“ =ImF. 
Insbesondere hat man eine orthogonale Zerlegung V = Ker F OIm F. 
Beweis. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, bedeutet v € Ker F 
0 = \F(v), F()) =v, F“(F())) = @, Fa) 


= (F(F*(v)),v) = (F(v), F4(v)) = 0. 
Das ist gleichwertig mit v € Ker F**. Die zweite Gleichung folgt mit Hilfe von 
Satz 6.2.5. Oo 


Korollar. [st F normal, so ist Eig (F; 4) = Eig (F%; A) fiir jedes d € C. 
Beweis. Fiir G := F — Aidy ist G4 = F™ — Jidy, und aus 
GtoG = F*o ReMi eaFr— or 


= FoF" +dhiidy —AF% —1F =GoG™ 
folgt, da auch G normal ist. Also ist nach obigem Satz 
Eig (F; 4) = Ker G = Ker G% = Eig (F; A). Oo 


6.2.7. Nun konnen wir das abschlieBende Ergebnis beweisen: 


Theorem. Fiir einen Endomorphismus F eines unitdren C-Vektorraumes V 
sind folgende Bedingungen gleichwertig: 


i) Es gibt eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von F. 
li) F ist normal. 
Beweis. i) => i): Ist B = (vj, ..., v,) Orthonormalbasis und F(v;) = i; v;, so 
folgt F**(v;) = Av;. Also gilt 

F (F**(u;)) = F (Av;) = Adv; = Ady; = F™ (F(y))) . 
Da F o F* = F™ 0 F auf B, folgt diese Gleichung allgemein. 


ii) => i): Wie bei den entsprechenden Beweisen in Kapitel 5 fiihren wir Induk- 
tion tibern = dimV. Das charakteristische Polynom zerfallt nach 1.3.9, also 
ist 
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Pa(t) =+( —A1)-...-( — An) Mit: PAs eae Cx 
Sei v; Eigenvektor zu A; und V, := C - v;. Wir definieren 
We=Nwre Vw v) 0}. 


Dann ist V = V; QW, und wegen dimW = n — 1 und der Induktionsannahme 
geniigt es, folgendes zu beweisen: 


F(W) CW und F|W ist normal. 
Die erste Behauptung folgt aus 
(F(w), v1) = (w, F*(v1)) = (w, Av;) = A(w, v)) = 0. 
Da8& F|W normal ist, folgt aus F*7(W) C W, und letzteres gilt wegen 
(v1, F*(w)) = (F(v1), w) = (Av, w) = (v1, w) = 0. o 


Fir Matrizen folgt das 


Korollar. Ein A € M(n x n; C) ist genau dann normal, wenn es ein S € U(n) 
gibt, so dag SAS eine Diagonalmatrix ist. O 


6.2.8. Nach dem langeren Ausflug in die recht abstrakte Dualitatstheorie wollen 
wir wieder zuriickkehren in die dreidimensionale Realitat und mit all den zur 
Verfiigung stehenden Werkzeugen eine Formel fiir den Abstand windschiefer 
Geraden herleiten. 

Gegeben seien zwei Geraden im R° in Parameterdarstellungen 


L=v+Rw und L’=0v'+Rwv’, 


wobei 0 ¥ w, w’ € R®. Sie heifen parallel, wenn Rw = Rw’ und windschief, 
wenn sie sich nicht schneiden und nicht parallel sind. Nach Aufgabe 5 ist das 
gleichwertig damit, da8B 


(x :=v'—v,w,w’) _ linear unabhangig, 
also eine Basis von R° sind. Wir definieren den Abstand (vgl. 5.1.1) 
d(L, L') := min {d(u, uv’) = |lu’—ull: we L, we LL}. 


Es ist anschaulich plausibel, mu8 aber bewiesen werden, daB dieses Minimum 
tatsachlich angenommen wird. Vom Standpunkt der Analysis ist dazu die Funk- 
tion 

R?>R, (,4’) lu’ +A'w’-v—aAull, 


auf Extrema zu untersuchen. Einfacher ist eine direkte geometrische Methode. 
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Lemma. Angenommen, u € L undu' € L’ sind Punkte, so daB y := u' — u auf 
w und w' senkrecht steht. Dann ist 


dtu) =a oe 


Das bedeutet, daB ein senkrechter Abstand minimal ist. Die Existenz und Ein- 

deutigkeit von solchen Fufpunkten u und uw’ fiir ein gemeinsames Lot wird an- 

schlieBend gezeigt. 

Beweis. Dav € Lund v’ € L’ beliebig gewahlt werden konnen, geniigt es, 
d(u,u’) < d(v, v’) (* > >) 

zu zeigen. Wir halten v’ € L’ fest und suchen ein v € L, so da v’ — v auf L 

senkrecht steht. Man macht dazu den Ansatz 

v=v+ow und 0=(v'—-0,w) = (x,w)—olw, w). 


Bild 6.3 
Daraus ist @ und somit auch v eindeutig bestimmt. Nach dem Satz von PYTHA- 
GORAS im rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken v, v’ und v folgt 
d(v, v') < d(v, v’). (*) 
Fir die nachste Abschatzung definieren wir s := v’ — v — y. Es gilt 
(s, y) = (v' —u' +u—d, y) = (v'—u', y) + (u—d, y) =0, 
denn y steht auf L und L’ senkrecht. Also steht s auf y senkrecht, und wir k6n- 


nen im rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken v, v’ und v + y wieder den Satz 
von PYTHAGORAS anwenden, was 


d(u, u’) = |ly|| < dv, v’) (*) 
ergibt. Aus (*) und (**) folgt (+ * *). a) 


Es bleibt also die Aufgabe, die Fu8punkte zu bestimmen. Wir leiten dafiir zu- 
nachst notwendige Bedingungen her. 
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Das orthogonale Komplement von Rw + Rw’ wird aufgespannt vom Vektor- 
produkt w x w’ (vgl. 5.2). Also sind 1, 4’, 8 € R gesucht mit B 4 0 und 
u=vt+dAw, wa=v4+Nu’, y=u-u=fh(wxvw’). 


Das bedeutet 


1 Xr Nv 
wxw =ax+tpwtpw, wobei a=—, w=-—-, pw’ =—. (*) 


B B B 


Uma, py, mw’ aus dieser impliziten Formel zu extrahieren, verwenden wir, daB 
Paw we x Ww 
wieder eine Basis von R? ist (Aufgabe 3 zu 5.2). Daher ist 
mise wi (ew xx), ( Seow) 


eine Basis von (R*)*. Wenden wir sie nacheinander auf Gleichung (x) an, so 
folgt nach den Beziehungen zwischen Vektorprodukt und Skalarprodukt (5.2.2), 
da 


_ wxw'|? (w x w’, w’ x x) (w x w’,x x w) 


"es ws w'y’ mF wx) adi (w’,x x w) 


sein muB . Aus 5.2.2 folgt weiter, daB die drei Nenner gleich sind. 
Definieren wir nun umgekehrt a, jz, 4x’ durch die oben berechneten Aus- 
driicke, und setzen wir 


Zi=wxw —ax—pw—p'v’, 
so folgt z = 0 aus 
aa pz. XX) = (z,00 ow) =i0), 


da diese drei Linearformen eine Basis von (R° Nia bilden. Indem man aus a, pL, 
jm’ noch B, A, A’ ausrechnet, erhalt man folgendes Ergebnis. 


Satz. Fiir zwei windschiefe Geraden 
L=v+Rw und L'=v'+Ruw’ 
im R? seien u := v + Aw und uw! := v' +2'u' mit 
(w x w’, (v'— v) x w’) (w x w’, (v’—v) x w) 


es Ne= 
Iw x w' ||? 


Iw x w' ||? 
|(w x w’, v’ — v)| 


Dann ist d(L, L’) = dtu, u’) = —_———. Oo 
jw x w’| 


Fiir die Anwendung dieser Formel ist es vorteilhaft, die Vektoren w und w’ zu 
normieren. 
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Aufgaben zu 6.2 

1. Seien V, W euklidische Vektorréume, F: V — W linear und U C W ein Untervek- 
torraum. Dann gilt: F*4(U+) = (F~!(U))+. 

2. Ist V ein euklidischer Vektorraum und F:V —->_ V selbstadjungiert, so gilt 
F(U+) = (F7!(U))* fiir alle Untervektorraume U C V. Gilt die Umkehrung auch? 


3. Zeige, da® fiir einen unitaren Vektorraum V durch End(V) — End(V), F t> Fd 
ein Semi-Isomorphismus gegeben ist. 


4. Sei A € M(n x n; C) antihermitesch, das hei®t —A = ‘A. Zeige, daB A normal ist 

und alle Eigenwerte von A in iR liegen. 

5. Seien L = v + Rw und L’ = v’ + Rw’ zwei Geraden im R” und x := v’ — v. Zeige: 
L und L’ sind windschief < x, w und w’ sind linear unabhingig . 


6. Gegeben seien zwei windschiefe Geraden L = v + Rw und L’ = v’ + Rw’ im R". 
Wir wollen zwei Methoden angeben, um den Abstand 
d(L, L’) = min{d(u, u’) = |lu’ —ulliu e L, uve L)} 
zu berechnen. Zur Vereinfachung nehmen wir ||w|| = ||w’|| = 1 an und definieren 
é:R273R, (A,A/) > flu +A'w’ —v —Awl?. 
a) Untersuche die Funktion 6 mit Hilfe der Differentialrechnung auf Extrema und be- 
stimme damit den Abstand d(L, L’). 


b) Es gilt 5(A, A’) = A*+.add +42 +bA+ cd! +d. Setze pw := A+5., w= 1 7M 
und zeige, daB man auf diese Weise 6 durch quadratische Erganzung schreiben kann 


als 8(A, A’) = (u — e)? + (w’ — py + g. Dann ist g = d(L, L’). 


6.3 Tensorprodukte 


,-. What is the use of a book 
without pictures or conversa- 
tion?“ 

aus Alice in Wonderland 


Der Begriff eines ,,Tensors* wird in der theoretischen Physik seit langer Zeit benutzt; es 
hat etwas gedauert, bis es den Mathematikern gelungen ist, dafiir einen befriedigenden 
formalen Rahmen zu zimmern. Er ist sehr prazise, aber héchst abstrakt und daher nicht 
allgemein beliebt. 

Vom naiven Standpunkt startet man mit ,,skalaren‘* Groen a: das sind die Elemen- 
te des Grundk6rpers. Folgen davon, also (a), a2, ...) sind ,,Vektoren“, sie haben einen 
einzigen Index. Folgen von Vektoren sind gegeben durch a;;, dazu bendtigt man zwei 
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Indizes, und diese Objekte hei®en ,,Tensoren“. Das wirft die Frage auf, warum man statt 
Tensor nicht einfach Matrix sagt. Dabei mu man bedenken, da8 Matrizen Hilfsmittel 
sind, mit denen man verschiedenartige abstrakte Vorgange beschreiben kann. Etwa eine 
quadratische Matrix kann sowohl einen Endomorphismus (2.4.4) als auch eine Biline- 
arform (5.4.2) beschreiben. Daher ist etwas Vorbereitung n6tig, bis man sagen kann, 
was die charakteristischen Eigenschaften eines Tensors sind. 


6.3.1. Der Begriff der Bilinearform aus 5.4.1 und 6.2.1 mu8 noch einmal ver- 
allgemeinert werden. Sind V, W und U Vektorraéume tiber demselben K6rper 
K, so hei®t eine Abbildung 

&: VxW-U 
bilinear, wenn fir jeweils festes v € V und w € W die Abbildungen 


&: WU, wr &(v,w), und 
&: VoU, vr &(v,v), 


linear sind. Es ist leicht zu sehen, daB die Menge 
Bil (V, W; U) := {&: V x W > U: & ist bilinear} 
wieder ein K-Vektorraum ist. 


Beispiele. a) Scien V = W = K[t]y bzw. U = K[t]g die Vektorraume der 
Polynome vom Grad < d bzw. < 2d mit Basen 


d 2d 


IIe DZ Wr ATE 5 t und 

€: K[tla x K[tla > Kltha, (P,Q)1>P-Q, 
die Multiplikationsabbildung, wobei das Produkt P - Q nach der in 1.3.6 ange- 
gebenen Formel erklart ist. Daran sieht man sofort, da € bilinear ist. Insbeson- 
dere ist &(t', t/) = t'*/, also liegt die Basis von K[f]xy im Bild Imé C K [ft]. 
Dies ist jedoch im allgemeinen kein Untervektorraum. Sei etwad = 1: 

fir K = Qist t? —2 ¢Imé, obwohl 2?,-2 <€Imé, 
fir K = Ristr? +1¢Imé, obwohl??,1 €Imé, 


denn diese quadratischen Polynome sind nicht Produkt von linearen Polyno- 
men, weil /2 ¢ Qundi ¢ R. 


b) Seien nun V = W = K[t] bzw. U = K[ty, t2] die unendlich dimensionalen 
Vektorraéume der Polynome in einer Veranderlichen t bzw. in zwei Veranderli- 
chen f,, f mit Basen 


i ee 
(t ks von K[t] bzw. ¢ ae von K[ty, ft]. 


Auch hier hat man eine Multiplikation 
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é: K[t])x K{t]> K[t,b), (P@, QM) P(t): Qn). 
Das bedeutet, man ersetzt vor der Multiplikation die Variable ¢ in P durch f, 
und in Q durch f,. Mit etwas Rechnung (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3) sieht man, daB 
& wieder bilinear ist. Auch hier liegt die Basis von U im Bild von &, denn es ist 


ECs =a the 
aber Imé C U ist kein Untervektorraum. Man tiberlege sich, daB etwa das Po- 
lynom f)t, + 1 fiir keinen Korper K in Imé liegt. 


6.3.2. In 2.4.1 hatten wir gesehen, daf eine lineare Abbildung durch die Bilder 
einer Basis eindeutig bestimmt ist. Fiir bilineare Abbildungen kann man das ge- 
eignet modifizieren. Man beachte dazu folgendes: Sind (v;)j<, und (w;) j<y Ba- 
sen von V und W, so hat man eine durch die disjunkte Vereinigung von J und 


J indizierte Basis 
((v,9)),2) D ((, Wj)) se) 


von V x W (vgl. Aufgabe 5 zu 1.5). Dagegen ist die durch J x J indizierte 
Familie 
(u;, w Dd 
im allgemeinen weder ein Erzeugendensystem noch linear unabhangig in 
Vx W. 
Grundlegend ist die folgende einfache 


Bemerkung. Seien V bzw. W Vektorrdume iiber K mit Basen (v;)jc; bzw. 
(w;) jes. Ist U ein weiterer K-Vektorraum, so gibt es zu einer beliebig vorge- 
gebenen Familie (ujj)(i,je1x in U genau eine bilineare Abbildung 


E:VxW—->U mit £&(v;,w,;) =u, furalle Gaeta. 


Vorsicht! Die Vektoren (v;, 0) und (0, w;) der Basis von V x W werden durch 
jede bilineare Abbildung auf Null abgebildet. 


Beweis. Um ohne grofBen zusatzlichen Aufwand an Indizes auch unendliche Ba- 
sen mit behandeln zu koOnnen, vereinbaren wir zunachst eine vereinfachte 
Schreibweise. Jeder Vektor v € V ist endliche Linearkombination der v;. Das 
bedeutet, es gibteinm € N,i\,...,i, € J undd\,...,Apm € K, so daB 


m 


v= ) AK Vi, « 
k=1 
y 

ye) Riv; , 
i 


Dafiir schreiben wir einfacher 
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wobei >’ andeuten soll, da8 nur endlich viele der formal aufgeschriebenen 
Summanden + 0 sind. Das kann man etwa dadurch erreichen, da8 man bis auf 
endlich viele Ausnahmen alle A; = O setzt. Ist J endlich, so ist die eingeschrank- 
te Summe )~ gleich der vollen Summe 5~. Wer nur an diesem Fall interessiert 
ist, kann den Unterschied ignorieren. 

Zur Definition von & betrachten wir ein beliebiges Paar (v, w) € V x W. Es 
sei v = )~ A;v; und w = )~’ w;w;. Angenommen, es gibt ein bilineares & wie 
gesucht. Dann mu 


5(v, w) =§ (Sa. Dm,) = Drm sE (vis wy) = DF Aimy 
i 2] ij i,j 


sein. Da die A; und yz; durch (v, w) eindeutig bestimmt sind, gibt es héchstens 
eine solche Abbildung. 
Umgekehrt ist zu zeigen, da8 durch 


&(v, w) = So Aimee 

iJ 
tatsachlich eine bilineare Abbildung erklart ist. Dazu halten wir w fest. Dann 
ie Sl \ Vn Oe Say, Lb SOAs Muiy 

i ij 
offensichtlich linear, mit 
Ey (v;) = So ajay 3 
j 


Analog konnen wir v festhalten und w variabel lassen. Oo 


6.3.3. Der Vektorraum U und die Vektoren u;; waren in obiger Bemerkung ganz 
beliebig gewahlt gewesen. Nun wollen wir zeigen, dai unter all den moglichen 
Wahlen eine besonders ausgezeichnet ist, namlich ein Vektorraum U, in dem 
die u;; eine Basis sind. 


Theorem. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Dann gibt es einen K -Vektor- 
raum V @x W zusammen mit einer bilinearen Abbildung 
n VxW->V®xW, 


die folgende universelle Eigenschaft haben: Zu jedem K -Vektorraum U zusam- 
men mit einer bilinearen Abbildung 


&EVxW-U 


gibt es genau eine lineare Abbildung 
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&g: V@xn«w-U 


mit € = &g on. Das kann man durch ein kommutatives Diagramm illustrieren: 


VxWw 
Se 


V @x w—- U 
§@ 


Weiter gilt: Falls dimV, dimW < ov, so ist 
dim(V @x W) = (dimV) - (dimW) . 


n 


Falls klar ist, welches K Grundk6rper ist, schreibt man nur @ statt @x. 


Man nennt V @x W das Tensorprodukt von V und W tiber K. Die Elemente 
von V @x W heiBen Tensoren. 


Beweis. Wir wahlen Basen (v;)jcy von V und (w;) jy von W (vgl. 1.5.3) und 
definieren V ® W als den Vektorraum der endlichen Linearkombinationen von 
formalen Ausdriicken der Form v; ® w;. Praziser ausgedriickt betrachten wir 
den K-Vektorraum 
AbbU x J, K) = {t: IxJ > K} 
(vgl. 1.4.1, Beispiel e) und seinen Untervektorraum 
V@W:={t: IxJ > K: tQ, j) € 0 fiir nur endlich viele (i, 7) Ee 1x J} . 
Dann ist v; ® w; € V @ W die Abbildung, deren Wert an der einzigen Stelle 
(i, j) gleich 1 und sonst 0 ist. Offenbar ist (vu; ® wj)q@,jyezxy eine Basis von 
V @ W, denn fiir t € V @ W gilt 
t=) rUi, f(y, @ w;), 
‘ta 
wobei nur endlich viele Summanden + 0 sind. Also haben wir ein Erzeugen- 
densystem. Ist 
Ti= YS iy (vi @wj)=0, 
ij 
so gilt t(i, 7) = aj; = 0, weil die Nullabbildung tiberall den Wert Null hat. Zur 
Definition von 7 benutzen wir die Bemerkung 6.3.2: Es geniigt, 
N(v;, Wj) = Yj @ w; 
zu setzen. Sind beliebige Vektoren 


v=) aAvweV und w=) ~pjw; € W 
i J 
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gegeben, so ist wegen der Bilinearitat von 7 


v@ w= n(v,w) =n (~ Avi, rim,) = SUA ® w,). 
i J ij 
Nun zur universellen Eigenschaft: Ist: V x W — U gegeben, so betrachten 
wir die Vektoren u;; ‘= §(v;, w;) € U. Wegen der Bedingung € = &g o n mu 


€g(uj @ wj) = ij 
sein. Nach 2.4.1 gibt es genau eine lineare Abbildung €g: V @ W > U mit 
dieser Eigenschaft. Weiter ist nach 2.4.1 


Eg (Sav ® 0) = So ui : 
by ij 


Also ist €g(v @ w) = &(v, w) fiir alle (v, w) € V x W, und die universelle 
Eigenschaft ist bewiesen. 

Der Zusatz tiber die Dimensionen ist klar, denn besteht J aus m und J aus n 
Elementen, so besteht J x J aus m - n Elementen. O 


Aus der Bilinearitat von 7 folgen sofort grundlegende 


Rechenregeln fiir Tensoren. Jst 7: V x W > V @W undv@w := nv, w), 
so gilt fiirv,v' € V, w,w' €Wundire K: 

av@wt+v @w=(v+v)@v,v@wt+vew =v@(w+w’), 
b)(A-v)@w=v@(A-w)=A-(v@w). O 


Man beachte, da8 im Gegensatz zu a) eine beliebige Summe v @ w + v’ @ w’ 
im allgemeinen nicht zu einem Produkt zusammengezogen werden kann. Die 
Regel 

Av @xk W=v@x Aw 
fiir A € K kann man so lesen, daf§ der Index K unter dem Tensorzeichen ® an- 
gibt, welche Faktoren zwischen den beiden Seiten ausgetauscht werden dirfen. 


6.3.4. Wie schon gesagt, das Tensorprodukt ist ein sehr abstrakter Begriff, der 
bei der ersten Lektiire schwindelerregend sein kann. Dem soll durch einige kon- 
krete Beispiele entgegengewirkt werden. Der geometrische Hintergrund des ei- 
genartigen Wechsels von bilinear zu linear wird in Aufgabe 3 beleuchtet. 


Beispiele. a) Wie in 6.3.1 betrachten wir die Multiplikation von Polynomen 
&: K[t] x K[t]—> Kft, hl. 


Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es eine lineare Ab- 
bildung 
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: K[t]@x K{t)> Klt.n), tf @rre ted. 


Da die Monome rane eine Basis des K-Vektorraumes K [t), t2] bilden, ist &g ein 
Isomorphismus. Man kann also die Identifikationen 


K[t)@x K[t]=KI[t,hb], ¢t@l=tund1@r=h 


vornehmen, was eine neue Methode ergibt, den Polynomring von zwei Veran- 
derlichen aus dem einer Veriinderlichen zu konstruieren. Indem man die Grade 
passend abschneidet, kann man daraus auch endlichdimensionale Beispiele er- 
halten. 


b) Sei W ein beliebiger R-Vektorraum und V = C als R-Vektorraum. Wir be- 
trachten die universelle bilineare Abbildung 


CxW>CQreW, A,w)rAQw. 


Ist (w;) jy eine Basis von W, so erhalten wir zusammen mit der Basis 1, i von 
C die Basis 
(l@wyj)jey UG @w;)jey VonC @aW. 


Also hat jedes w* € C @ x W eine eindeutige Darstellung 
w=) ~aj(1@wj) +> BG @w)) = > @j; +h) @w) =) A @w, 
j i] j j 


mit a), 8; € Rund a; € C. In dem R-Vektorraum C @g W k6nnen wir eine 
Multiplikation mit komplexen Zahlen definieren durch 


C x (C @p W) > C@eW, (:. 02,0)» Pane, 
i] F 


Ohne jede Schwierigkeit priift man die Axiome aus 1.4.1 nach: C @g W wird 
so zu einem komplexen Vektorraum mit Basis (1 @ w;)j¢, tiber C. Man nennt 
C @r W die Komplexifizierung von W. 

Die Einschrinkung von C x W > C @x W auf 1 x W ergibt eine R-lineare 
Abbildung 

W>CQrW, wrhil®w. 

Sie ist injektiv, also ist ihr Bild 1 ® W isomorph zu W, d.h. W kann als reeller 
Untervektorraum von C @  W aufgefaft werden. 

Im Spezialfall W = R” kann man das viel einfacher beschreiben: R” hat die 
Basis 

C(O Re OMS ORE. 3 0) eR, yi Tare. 

Da die 1 an der Stelle j auch eine komplexe Zahl ist, kann man e; ebenso als 
Element des C” ansehen. Praziser kann man dafiir 1 @e; € C” schreiben. Dann 
ist die Abbildung 
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Ce, R"—C’, SoA; Bey > (Ais. An), 


iz 
ein Isomorphismus von C-Vektorraumen, und R” ist in kanonischer Weise ein 
reeller Untervektorraum des C”. Das hatten wir z.B. in 5.5.6 benutzt. 


6.3.5. Die Beziehung des Tensorproduktes zu einem vertrauten Produkt sieht 
man schon am Polynomring (Beispiel a) in 6.3.3). Weitere Beispiele fiir solche 
Beziehungen erhalt man mit Hilfe der Dualraume. 

Sind V und W Vektorraume mit Dualraumen V* und W*, so betrachten wir 
folgende Konstruktionen: 


a) Fiir zwei Linearformen g € V* und w € W* ist das Produkt 
gw: VxW->K, (v,w) g(v)- (wu), 
eine Bilinearform, die zugehorige Abbildung 
(@:-Ve: VOW K, v@wr g(v)-wW(wv), 
ist linear, also ist (p - W)g € (V ® W)*. Die so entstandene Abbildung 
v*xW*>(VEW)*, YF WHE We, 
ist wiederum bilinear, d.h. sie wird zu einer linearen Abbildung 
V°@W*> (VOW), GOVE Ye. 
Da g ® w eine Linearform auf V @ W erklart, kann man auch so sehen: 
(9 @W)v @w) :=(v)- ww), (a) 
wobei rechts das gewohnliche Produkt in K steht. 
b) Die durch Multiplikation mit Skalaren in W erhaltene Abbildung 


V*x W—>Hom(V,W), (¢,w)t v( ):w,  wobei 
g()-w: VOW, vr g(v)-uv, 


ist bilinear, dazu gehort die lineare Abbildung 
V°@W->Hom(V,W), gp@wr¢e()-w. 
Das kann man wieder kiirzer ausdriicken durch 
(~ @ w)(v) = (uv) -w. (B) 
Diese Spielereien gipfeln in dem 


Satz. Sind V und W endlich-dimensionale Vektorrdéume, so sind die beiden 
oben erklarten kanonischen Abbildungen 
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a: V*@W*>(V@W)* und B: V*@®W — Hom(V, W) 
Isomorphismen. 


Beweis. Wir benutzen Basen (v;,..., VU») von V und (w),..., W,) von W, so- 
wie die zugehorigen dualen Basen (vy,..., v*,) von V* und (wf, ..., w*) von 
W* (vgl. 6.1.2). Daraus erhalt man Basen 
(vf @ w*);,; von V*@W* und ((v,® w)");j von (V @ W)*, 
und es genligt a(v ® w*) = (v; ® w;)* zu zeigen. Das folgt aber aus 
aU; @ wi )(Vy @ wy) = v7 (Vx)wW) (wi) = Fixdjr = (Vj @ wy)" (Ve @ wi) . 
Um zu zeigen, da8 £6 ein Isomorphismus ist, benutzen wir die Basen 


(v* @ w;)i,; von V*@W_ und (¥’) von Hom (V, W) 


ij 


* 
m 


mit F/(v,) = 5j,w, wie in 2.4.2. Aus 

B(v; ® wy) (Ug) = 0; (Uy) Wj = bin; 
folgt, daB 6 diese Basen aufeinander abbildet. Oo 
6.3.6. Nun kommen wir zuriick auf die eingangs gestellte Frage nach den Bezie- 


hungen von Tensoren zu Matrizen. Es werde A als lineare Abbildung aufgefabt; 


dann ist 
A Ee Hom Oe K*) es (Kaa) Ce) Kee P 


Wirkt A als Bilinearform, so ist 

A € Bil(K”, K"; K) = Hom(K" @K", K) = (K"@K")* = (K”)*@(K")*, 
wobei all die Isomorphismen kanonisch sind (vgl. Aufgaben 4 und 7). Allge- 
mein ist 

— eine lineare Abbildung von V nach W ein Tensor aus V* @ W, 

— eine Bilinearform auf V x W ein Tensor aus V* © W*. 

6.3.7. In einem Tensorprodukt V @ V sind zwei Tensoren v ® v’ und v’ ® v 
im allgemeinen verschieden (vgl. etwa die Beispiele in 6.3.1). Man kann das 


Tensorprodukt so modifizieren, da der Unterschied zwischen v ® v’ und v’ @ v 
genau kontrollierbar wird. Dazu die 


Definition. Sind V und W Vektorréume tiber K, so heiBt eine bilineare Abbil- 


dung 
E:VxV>W 


symmetrisch, wenn &(v,v') =&(v’,v) firallev,v’e€V und 
alternierend, wenn &(v,v)=0 fiiralleve V. 
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Bemerkung. Ist  alternierend, so gilt 
E(u’, v) = —E(v, v’)  furallev,v' eV, 
und im Fall char(K) # 2 gilt auch die Umkehrung. 


Beweis. &(u+v',v+v’) =&(v, v) + &(v’, v’) + &(v, v’) + E(v’, v). Oo 


Ob eine bilineare Abbildung & symmetrisch oder alternierend ist, kann man mit 
Hilfe der linearen Abbildung &g entscheiden. Dazu betrachten wir die Unter- 
vektorrdume 
S(V) :=span(v @v'—v' @v)yyev CV @V 
und 
A(V) :=span(v@v)vey CV@V. 
Lemma. Fiir jedes bilineare &: V x V — W gilt 


E symmetrisch <> S(V)C Ker Eg, 
E alternierend <> A(V) Cc Kerég. 


Beweis. Das folgt sofort aus 


E(u, v') — E(u’, v) = £a(v @ v’) — g(v' ®v) =Eg(VU@v' —v' @v), 
&(v, v) = &g(v@ v). Oo 


6.3.8. Analog zum Tensorprodukt beweisen wir nun die Existenz eines duferen 
Produktes. 


Theorem. Fiir jeden K-Vektorraum V gibt es einen K-Vektorraum V A V zu- 
sammen mit einer alternierenden Abbildung 

A: VxV>VAYV, 
die folgende universelle Eigenschaft haben: zu jedem K -Vektorraum W zusam- 


men mit einer alternierenden Abbildung &: V x V — W gibt es genau eine 
lineare Abbildung &, derart, daB das Diagramm 


VexXey 
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kommutiert. Ist (v,, ..., Un) eine Basis von V, so ist durch v; Av; := A(y;, v;) 
mit 1 <i < j <n eine Basis von V A V gegeben. Insbesondere ist 
, n n(n — 1) 
dim(V A V) = ( j=". 
2 2, 


Beweis. Wir erklaren das 4uBere Produkt als Quotientenvektorraum des Tensor- 


produktes: 
VAV:=(V @V)/A(V), 


wobei A(V) der in 6.3.7 erklarte Untervektorraum ist. Bezeichnet 
e: V@V-VAV 
die kanonische Abbildung, so erkléren wir A := @ 0 7. Fiir v, v’ € V ist also 
VAU = AW, v) = 07, v)) =eAWQuor 
Die Abbildung A ist bilinear und nach dem Lemma aus 6.3.7 auch alternierend. 


Zum Beweis der universellen Eigenschaft betrachten wir das folgende Dia- 
gramm: 


A V@V —— Ww (*) 


if 
E, 
WIK\WY 


Zu & gibt es nach 6.3.3 ein eindeutiges lineares &g und nach der universellen 
Eigenschaft des Quotienten (2.2.7) wegen Lemma 6.3.7 ein eindeutiges lineares 
&,. Aus der Kommutativitat des Diagramms (x) folgt 


5, OAY) =EO we 
Es bleibt die Behauptung tiber die Basis von V A V zu zeigen, das ist die einzige 
Schwierigkeit. Da V @ V von Tensoren der Form v; ® v; erzeugt wird, erzeugen 
die Produkte vj Av; den Raum V AV. Wegen vy, Av; = Ound vj Av; = —u; Av; 
sind schon die (3) Produkte 
Oh Oy Tarte <= 4} 


ein Erzeugendensystem, und es geniigt, die lineare Unabhangigkeit zu bewei- 
sen. 
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Dazu betrachten wir den Vektorraum W = K" mit N = (5)s und wir be- 
zeichnen die kanonische Basis von K™ mit 


(Gaizsicnen : 
Eine alternierende Abbildung &: V x V > K™ konstruieren wir wie folgt: 


sind a ee und v= ya Lj Vj 


in V gegeben, so betrachten wir die Matrix 


ne Rit voc BAY, 
Mi *** Mn 


und bezeichnen mit a;; := 4,4; — 4,4; den entsprechenden 2-Minor von A. 


Dann ist durch 
E(u, v') = ayer 
i<j 
eine sehr gute alternierende Abbildung gegeben: wegen der universellen Eigen- 
schaft mu8B 
E,(vu; A vy) = &(u;, vj) = i; 
sein, und aus der linearen Unabhingigkeit der e;; in K folgt die Behauptung. 
Die so erhaltene Abbildung 
Peeve 


ist ein Isomorphismus. Er liefert eine etwas konkretere Beschreibung des aue- 
ren Produktes. Oo 


Die Tatsache, da die Abbildung A alternierend ist, kann man auch ausdriicken 
in den folgenden 


Rechenregeln fiir das 4uBere Produkt. Fiir v, v', w, w’ € V undid € K gilt: 
aj(vu+tv)Aw=vAwt+v Aw, vA(wtw’) =vAw+ IVAN, 

b) Av) Aw =vA (Aw) =A(V Aw), 

c)vAv=Oundv' Av=—vAv. 0 
Vorsicht! Ein Produkt V A W mit V 4 W macht keinen Sinn! Daher nennt 
man das auere Produkt manchmal auch dufere Potenz. 


6.3.9. Da auBere Produkte in verschiedenartigen Verkleidungen auftreten k6n- 
nen, wollen wir den Leser mit einigen kanonischen Isomorphismen wappnen. 
Zur Abkiirzung verwenden wir die folgenden Bezeichnungen: 
Bil(V; W) := {€: Vx V—>W: & bilinear} und 
Alt? (V;W) := {& €Bil(V, V; W): & alternierend} . 


342 6 Dualitaét und Tensorprodukte* 


Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes ergibt den kanonischen Iso- 


morphismus 
© Bil(V:K) >(V@V)", &t>&p, 


(Aufgabe 2). Aus der Quotientenabbildung 
V@V>VAV=(V @V)/A(V) 
erhalten wir den Isomorphismus 
nm: {peVe@V)*: PAV) =0} > (VAV), pry, 
(Aufgabe 9 zu 2.2). Nach Lemma 6.3.7 ist die Abbildung 
Alt (V3 KK) (V AV)I) Ee Eee 
wohldefiniert und ein Isomorphismus. Wenn wir (V A V)* mit Hilfe von z 


als Untervektorraum von (V ® V)* ansehen, ergibt sich das kommutative Dia- 
gramm von Inklusionen und Isomorphismen 


Alt (V;K) Cc Bil(V; K) 
4 4 
(VA) AGN (VAGRV A) ae 
Um eine Beziehung zwischen (V A V)* und V* A V* zu erhalten, betrachten 
wir die Abbildung 
a: V*xV* SAI’ (V; K), @ WR alg), 
mit 


viv) vw) 
Aus den Eigenschaften der Determinante folgt, da8 a(g, y) alternierend ist. Al- 
so geh6rt dazu die lineare Abbildung 
OV" Ae > Ale (Ve Roe 
Wir zeigen, daf sie fiir endlichdimensionales V ein Isomorphismus ist. Dazu 


wahlen wir eine Basis (v),..., v,) von V und die duale Basis (vj, ..., vx) von 
V*. Dann ist durch 


ay, ¥)(v, w) = oa ( ev) 9(w) | 


u; Av;, bil<ij<re 
eine Basis von V* A V* gegeben. Dach Definition von @ ist 
. 1. fiir.) (Ds 
a, (vu; A vj) (Ug, vy) = d 
0 sonst. 


Fiir ein beliebiges € € Alt? (V; K) kénnen wir daher ein eindeutiges Urbild 
unter a, finden, namlich 
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Via 7 Avs) mit aj = &(v;, v;). 


i<j 
Also ist a, bijektiv. Insgesamt haben wir damit den 


Satz. Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V gibt es kanonische Iso- 


morphismen ? 5 
V* A V* > Alt (V; K) > (VAV)*. Oo 


Aufgaben zu 6.3 


1. Es sei V ein Vektorraum tiber einen K6rper K und L D> K ein Erweiterungskérper 
von L, d.h. L ist ein Korper und K ein Unterring von L (vgl. 1.3.2). 


a) Zeige, daB L eine Struktur als K-Vektorraum tragt. 
b) Fiir Elemente 5° 1; @ v; € L @x V und d € L definieren wir eine skalare Multipli- 


kation durch 

A: (ox ®vi) —— yo aa @ vj. 
Zeige, dab L @x V mit der tiblichen Addition und dieser skalaren Multiplikation zu 
einem L-Vektorraum wird. 


c) Ist die Familie (v;);¢; eine Basis von V iiber K, so ist die Familie (1 ® v;)je; eine 
Basis von L @x V tiber L. Insbesondere gilt dimgx V = dim, (L @x V). 
d) Durch die Abbildung 
gg: V>K@xV, ve 160, 


ist ein Isomorphismus von K -Vektorraumen gegeben. 


2. Es seien U, V, W Vektorraéume iiber demselben Korper K. 


a) Zeige, daB die Menge Bil(V, W; U) mit der Addition von Abbildungen und der 
tiblichen Multiplikation mit Skalaren ein K -Vektorraum ist und da die kanonische 
Abbildung 

Bil(V,W;U) — Hom(V @W,U), 
Er &, 
ein Vektorraumisomorphismus ist. Insbesondere erhalt man fiir V = W und U = K 
einen Isomorphismus 
Bil(V;K) > (V@V)*, Er &. 

b) Zeige analog, da die Menge Alt? (V; W) mit der Addition von Abbildungen und 
der iiblichen Multiplikation von Skalaren ein K-Vektorraum ist, und dai die kano- 
nische Abbildung 
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Alt’?(V;W) — Hom(V AV, W), 
g ine Ey ’ 
ein Vektorraumisomorphismus ist. Fiir W = K erhalt man einen Isomorphismus 
Al@(V: K) = V* AV". fee 


3. In dieser Aufgabe betrachten wir die kanonische Abbildung 
nVxW->VeW, (vuwrvew, 
noch etwas genauer. 
a) Zeige, da8 QO := n(V x W) C V @ Wein Kegel ist, dh. fir u € Q und) € K ist 
Aue Q. 
b)* Fiir V = K" und W = K" gebe man Gleichungen fiir Q in K” @ K" = K”"” an. 
(Hinweis: Beschreibe 7 durch z;; ‘= x; yj.) 


c) Wann ist 7 injektiv/surjektiv/bijektiv? 


4. Es seien V und W Vektorraume tiber einen K6rper K und (v;)je7 bzw. (w;) jey Fa- 
milien linear unabhangiger Vektoren in V bzw. W. 


a) Die Familie 
(v; ® wy)i,jerxs 


ist linear unabhangig in V @x W. 
b) Fiir Vektoren v € V und w € W gilt: 
v © wi= Oi v= 0 oder tw = 0F 


5. Fiir K-Vektorraume V, V’, W, W’ sowie Homomorphismen F: V — V’ und 
G: W —> W’ definieren wir das Tensorprodukt von F und G durch 


(F@G): VEaW > V’'ew’, 
v@®w Pw F(v) @G(w). 
Zeige, das hierdurch ein Vektorraum-Isomorphismus 
Hom (V, V’) @ Homg (W, W’) > Homg (V ® W, V’ @ W’) 
definiert wird. 
6. Fiir Vektoren v;, v2 € V gilt: 
v}, V2 Sind linear abhangig & v) Av2 =OinVAV. 
7. Sei A ein K-Vektorraum. A heiBt K-Algebra, falls es zusatzlich eine Multiplikati- 
onsabbildung 
wi AxA>A, (aa) UWla,a’)=a-a', 
mit folgenden Eigenschaften gibt: 
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1) w ist K -bilinear. 
2) A zusammen mit-der Vektorraumaddition und der Multiplikation jz ist A ein Ring. 
a) Zeige, dah die folgenden K-Vektorraume auch K -Algebren sind: 

i) der R-Vektorraum C, 

ii) der K-Vektorraum M(n x n; K) bzgl. der Matrizenmultiplikation, 


iii) der K-Vektorraum K[t), ..., t,] bzgl. der tiblichen Multiplikation von Polyno- 
men (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3). 


b) Sind K-Algebren A und B gegeben, so ist A @ B als K-Vektorraum erklart. Zeige, 
daB A @ B auf eindeutige Weise so zu einer K-Algebra gemacht werden kann, da 
fiir allea,a’ € Aundb,b’ € B 

(a@b)- (a @b)=(-a)@b-b’) 
gilt. 

c) Wird K[t]®K[t] wie inb) zu einer K-Algebra gemacht, so definiert der Vektorraum- 
Isomorphismus 

K(t}®K[t]> K[q,n), terrae, 
aus Beispiel 6.3.4 a) einen Isomorphismus von Ringen mit 1 xjj@xKtq > 1k tr ,0)- 


8. Zeige in Analogie zu Theorem 6.3.8 die Existenz eines symmetrischen Produktes: 
Fiir jeden K-Vektorraum V gibt es einen K-Vektorraum V v V zusammen mit einer 


symmetrischen Abbildung ee PALY 
Vi VxVoVVV, 


die folgende universelle Eigenschaft erfiillen: zu jedem K-Vektorraum W zusammen 
mit einer symmetrischen Abbildung €: V x V > W gibt es genau eine lineare Abbil- 
dung &, derart, da®B das Diagramm 


Vox V 
oo. 
VvV —— Ww 
kommutiert. Ist (vj, ..., U,) eine Basis von V, so ist durch vu; V vj := V(y;, vj) mit 


i < j eine Basis von V v V gegeben. Insbesondere ist 
n+ “| _ (n+1)n 


dim(v v V) = ( ; : 


9. Beweise mit Hilfe der universellen Eigenschaften aus Theorem 6.3.3, Theorem 6.3.8 
und Aufgabe 8 die Eindeutigkeit von Tensorprodukt, duBerem Produkt und symmetri- 
schem Produkt, d.h. 
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a) gibtes 7: V x W > V@W mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso- 
morphismus t, so das das Diagramm 


VxWw . 
RS 
V@W—+veaw 
kommutiert. 
b) gibt es A: V x W — VAW mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso- 
morphismus Tt, so da} das Diagramm 


Vxw . 
A/ \A 
VAW —+VAW 
kommutiert. 
c) gibtes V: V x W — VVW mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso- 
morphismus tT, so dai das Diagramm 


Vxw 


VY AW 
VVW—- vow 
kommutiert. 


6.4 Miultilineare Algebra 


Die bisher behandelten Tensorprodukte haben zwei Faktoren, sie hangen zusammen 
mit bilinearen Abbildungen. Etwa in der Integrationstheorie ([Fo 3], §19) und der Dif- 
ferentialgeometrie ([K-N], Chapter I-2) benotigt man auch Produkte mit mehreren Fak- 
toren. In diesem letzten Abschnitt soll noch kurz das Wichtigste dartiber zusammenge- 
stellt werden. 


6.4.1. Zunachst der grundlegende Begriff: Gegeben seien K-Vektorréume 
Vi,..., Vk und W. Eine Abbildung 


gE; VYx...X¥Ve > W 


heiBt multilinear (oder k-fach linear), wenn fir jedesi € {1,..., k} und fest 
gewahlte v; € Vj (j =1,...,i-—1,i+1,..., k) die Abbildung 
Valea v't> E(Uj,5-.5 Vi2}, U; Ulan 


K-linear ist. Kurz ausgedriickt: halt man alle bis auf eine Variable fest, so ent- 
steht jeweils eine lineare Abbildung. Eine derartige Bedingung war schon bei 
der Definition der Determinante benutzt worden (D1 in 3.1.2). 
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Ganz analog zu 6.3.3 beweist man das 


Theorem. Zu K-Vektorrdumen V\,...,V, gibt es einen K-Vektorraum 
V, ®...@ V, zusammen mit einer universellen multilinearen Abbildung 
WooViee sev, > Vy ®.).,@ Ve; (U4, -.., Ue) > VY) @.2. @ yz, 


d.h. zu jeder multilinearen Abbildung 
E:V,x...x Vv, > W 


gibt es genau eine lineare Abbildung &g derart, daf} das Diagramm 


Vibe woe 
| . 
E@ 
Vir@ines ©) Vi W 


kommutiert. Sind alle V; endlichdimensional mit Basen 
GQ) j . 
eta, BO) 5 Ufa a eae 
So ist eine Basis von V; ®@ ... ® Vx gegeben durch die Produkte 
P2...8 0)” LISI ST) SS Tape 


Insbesondere ist dim(V, ®... ® V,) = dimV, -...- dimV,. Oo 


Ein wichtiger Spezialfall ist folgender: Fiir einen K-Vektorraum V erklart man 
Pe Vi Oe OV, QV @...@ V . 
a ee 


p—mal q—mal 
Ein Element von T wird p-fach kovarianter und q-fach kontravarianter Ten- 
sor genannt. Fiir seine Darstellung sei (v;, ..., U,) eine Basis von V und (in der 
iiblichen Bezeichnungsweise der Physik) (v', ... , v”) die zugehérige duale Ba- 


sis von V*. Dann hat jedes Element von T eine eindeutige Darstellung 


GD... Ov? Ou, @...@y, 


Iporlp 
isd pJlse+0dg 
IGT a eoeteaitee eye (1, ~,njunda," € K. Indieser Form begegnet 
man Tensoren in der Physik. 


6.4.2. Auch die Verallgemeinerung symmetrischer und auBerer Produkte von 2 
auf k Faktoren bereitet keine grundsatzlichen Probleme, sie erfordert nur viele 
Buchstaben, die auf den ersten Blick recht verwirrend sein konnen. Zur Abkiir- 
zung schreiben wir dabei 
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Vies=Vx...xV 
ee ee 
k—mal 


fiir einen Vektorraum V und eine natiirliche Zahl k > 1. 


Definition. Sind V und W Vektorraume tiber K, so hei®t eine k-fach lineare 
Abbildung 


£2 Vi Wy. 
symmetrisch, wenn &(v),..., Vp) = €(Ueqiy, +--+ 5 Vok)) 
fiir jede Permutation o € S; , 
alternierend, wenn &(v,,..., vz) =O, 


falls v; = v; fiir ein Paar (i, 7) miti # j. 


Analog zu 3.2.3 beweist man die 
Bemerkung. [st & alternierend undo € Sy, so ist 


E(Uc (typ das Vr) == Signo) Sisal 


In @* V :=V @...® V betrachten wir die folgenden Untervektorraume: 


k—mal 
Sk(V) := span(v; @...®@ vy — Ve) @..- @ Vow); 
wobei v; ®... ® vz € @‘V undo ES;, 
AX(V) := span(v; @...@ y%), 
wobei v; = v; fiir ein (i, j) miti Aj. 
Analog zu 6.3.7 folgt das 


Lemma. Fiir jedes k-fach lineare &: V‘' > W gilt: 


— symmetrisch <> S*(V) C Kerég, 
E alternierend <= A*(V) C Kerég. 


Theorem. Zu einem K-Vektorraum V und einer natiirlichen Zahl k > \ gibt 


es einen K-Vektorraum /\« V zusammen mit einer universellen alternierenden 
Abbildung , 
A: Vio AV, 


d.h. zu jeder alternierenden Abbildung 
eV Wy, 


gibt es genau eine lineare Abbildung &, derart, daf das Diagramm 
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vk 
a . 
N\ V En Ww 
kommutiert. Ist (v,, ..., Un) eine Basis von V, so ist eine Basis von ING V ge- 


geben durch die Produkte 
Dye Wom ND rete TLE Mess 90)}) <Sh. eee <b ST 
Insbesondere ist dim (\“ V = (i) fiir 1<k<n=dimV. 
Beweis. Man erklart A: Vk > A“ V = V*‘/A*(V) als Quotientenabbildung. 


Zur Konstruktion der Basis benutze man N = ({), den K™ mit Basis @;,...;, und 
die alternierende Abbildung 


née Ves Ree (Oy 8 Wy) > Siam Ne ithe 
Dabei sei w; = Dept Aijv;, daraus erhalt man eine (k x n)-Matrix A = (A;;), 
und qj,...;, ist der zu den Spalten 7), ..., i, gehOrende Minor der Matrix A. O 


Damit sollte der Leser geriistet sein fiir das Studium der Integrationstheorie et- 
wa in [Fo 3]. 


Aufgaben zu 6.4 


1. Fiihre die Einzelheiten des Beweises von Theorem 6.4.1 aus. 
2. Zeige, daB fiir K-Vektorraume V,, V2 und V3 die kanonischen Abbildungen, die ge- 
geben sind durch 

(Vi @ V2) @ V3 ——+ Vi @V.@V3 ~— _ V, @(V2® V3) 

(vj) @ v2) @ vz -—+ 1 @12Wvz3 +—4_-v} @ (v2 @ 03), 
Isomorphismen sind. Folgere daraus, da® fiir jeden K-Vektorraum W die Vektorraume 
Bil ((V; @ V2), V3; W), Bil(Vi, (V2 @ V3); W) 

(vgl. Aufgabe 2 zu 6.3) und 
Tril (Vi, V2, V3; W) := {&: Vi x V2 x V3 > W: & trilinear} 
kanonisch isomorph sind. 


3. Beweise Theorem 6.4.2. 
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4. Es sei V ein K-Vektorraum. 
a) Fiir Vektoren vj,..., uz € V gilt: 
Oiieescus vg sind linear abhangig @ v) A... A vg = Oin Ke a 
b) Ist dimV = 7, so gilt K V =Ofiirk >n. 
5. Beweise die folgende Verallgemeinerung von Aufgabe 7 zu Abschnitt 6.3: 


Zu einem K-Vektorraum V und einer natiirlichen Zahl k > 1 gibt es einen K -Vektor- 
raum Va V zusammen mit einer universellen symmetrischen Abbildung 


We \iie ela 
d.h. zu jeder symmetrischen Abbildung 
E- Vk Ww 

gibt es genau eine lineare Abbildung &, derart, da8 das Diagramm 

vk 

: Vakigs 

kommutiert. Ist (v,,..., v,) eine Basis von V, so ist eine Basis von \i V gegeben 
durch die Produkte 

Vi, Vic eV Ui, mit l= 25. =i 


Insbesondere ist dim \/* V = (ere ), 
Der Raum ie V heiBt symmetrisches Produkt der Ordnung k tiber V. 


6. Es sei (€1,..., @n) eine Basis des Standardraumes K". Mit K[t), ..., tn]() bezeich- 
nen wir den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad k in den Unbestimmten 
t,...,t, (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Zeige, da® durch die Zuordnung 

\kK" — K[t,, etoena tril (c)is Ci V ose V Cy E> iy mere tip 


ein Isomorphismus von K -Vektorréumen definiert wird. 


7. V sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und a = (a; A... A ax) € N V 
sowie B = (6) A... A By) € J V. 
a) Zeige, daB eine bilineare Abbildung 
[A MV =< NV => (to 
mit 
(a, B) rap A... AX AB, A...A By 
existiert. Das Element a A B := (a, B) heif®t GuBeres Produkt yon a und B. 


6.4 Multilineare Algebra 351 


b) Es gilt 
4 aN B=(-1'Baa. 


8. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dimV = n. 


a) Zeige, dah die bilinearen Abbildungen, die durch die folgenden Zuordnungen defi- 
niert werden, nicht ausgeartet sind (vgl. 6.2.1). 


)ANVxNtOVSA'TVEK, @p)rans. 
Die Isomorphie von /\" V und K ergibt sich dabei aus Theorem 6.4.2. 
ii) Als Verallgemeinerung des Beispiels aus 6.2.1 


Wee x VK, (Qi A... A Qe, V1 A... A Ug) > det g(v), 
wobei 
gi(vi) --- gi (ve) 


gv) = : 
Qe(Vi) +> PE(Ue) 


b) Folgere aus Teil a), dal es kanonische Isomorphismen 
i) Atveo (A‘ v) und 
MN wean Vv" 
gibt. 


9. V und W seien K -Vektorraume. Zeige, da} die Menge 
Alt“(V; W) := {é: Vv‘ > W: €é ist alternierend } 
zusammen mit der Addition von Abbildungen und der iiblichen Multiplikation mit Ska- 
laren ein K-Vektorraum ist, und da die kanonische Abbildung 
Alt’(V; W) > Hom(A\‘ V,W), Er EQ, 


ein Vektorraumisomorphismus ist. Insbesondere erhalt man fiir W = K einen kanoni- 


schen Isomorphismus P k 
Alt*(V; K) > /\" V*. 
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Dieses seit 20 Jahren bewahrte, einfllhrende Lehrbuch kann in der 
jetzt vorliegenden, verbesserten und erweiterten Form als Begleit- 
text fiir eine zweisemestrige Vorlesung fur Studenten der Mathe- 
matik, Physik und Informatik benutzt werden. Fir einen ersten, 
leichteren Einstieg ist das Buch ebenfalls zu verwenden, indem die 
markierten Abschnitte weggelassen werden. Zentrale Themen sind: 
Lineare Gleichungssysteme, Eigenwerte und Skalarprodukte. 
Besonderer Wert wird darauf gelegt, Begriffe zu motivieren, durch 
Beispiele und durch Bilder zu illustrieren und konkrete Rechenver- 
fahren fir die Praxis abzuleiten. 


Der Text enthalt zahlreiche Ubungsaufgaben. Losungen dazu fin- 
det man in dem von H. Stoppel und B. Griese verfaften ,Ubungs- 
buch” (vieweg studium, Bd. 88). 


Die Anwendungen der linearen Algebra auf affine und projektive 
Geometrie sowie die lineare Optimierung sind in dem Band 
Analytische Geometrie” von G. Fischer enthalten (vieweg studium 


Bd. 35). 
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